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Téchnischer Bericht Nr. 16

Elnlge Elgenschaften der MATHIEU'schen und verwandten Funk-V“f~*H 
tlonen, dargestellt am Belsplel des Ruckmlschverfahrens. A;gfj.“"

Zusammenfassung

‘Wird bel einem Frequenzteller nach dem Ruckmlsohverfahren :

~die geteilte Frequenz iber einen Tiefpass unmittelbar. w1eder”'ﬁ?3

der Mischstufe zugefilart, so ergibt sich ein 2 s 1-Teiler

" " mit grossem Frequenzbereich. -Das Verhalten dleser Anordnung - M

wird - auch mit. Berilicksichtigung der Ddmpfung - beréchnet
es ldsst sich durch die MEISSNER'sche bzw. MATHIEU'sche '

‘Differentialgleichung beschreiben. Die- experlmentelle Unter~;_ﬁ};
suchung der Schwingbereiche -und der: Kurvenform der erzeugtenﬁf

Schwingung zeigt eine bemerkenswert gute Uebereinstimmung
- mit der Rechnung. Es erscheint daher aussichtsreich;” das g
- Riickmischverfahren als Analoglerechner fir die genannten iRk .
. We & leferentlalglelchungen, wie z. B. dle HILL'sohe, zZu
'A;verwenden. S , gl . 2 o
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vallgemeines.

',Zur Frequenzwandlung, 1nsbesondere zur Frequenztellung w1rd selt‘V

) elnlger zeit -das’ sogenannte Ruckmlschverfahren gern angewendet.‘"'“‘

V.Dabel wird, wie in Bild 1 grundsatzllch gezelgt 1st d1e zu s o
A’tellende Frequenz f gzunédchst dem Elngang elner Mlschstufe zuge-«
fuhrt Die getellte Frequenz f erhalt man: dann,am_Ausgang der

fooord M ] £ ,‘3:37.
: }‘k,’f;’ SR * ;
otV

Blld 1. Grundsatzllches Schaltblld des Ruckmlsch—~ -
. "verfahrens.-

.>\

' Mischstufe iber das'Filter i als*Différéﬁszequéﬁz der Bin= . 7. .

tgangsfrequenz und einer welteren der Mlschstufe zugefuhrten _ :
'f Frequenz, d1e aus der Ausgangsfrequenz f selbst durch Ver-  1f.K_
:V1e1fachung um- den Faktor k gewonnen w1rd Der Verv1e1facher be-*ﬁ
:t‘steht hauflg aus’ elnem Verzerrer V und elnem Fllter Fz, mlt dem |
die k-te. Harmonlsche der Ausgangsfrequenz herausge51ebt W1rd,.;_5“”
Das’ Frequenzverhaltnls oder die’ Tellungszahl erglbt 31ch dann '
aus | ' B , 1'., 5 AP A
B A L T U ._f?:('1”)z |
a A R : 2 APl e
H1erbe1 gilt das obere Vorzelchen i den Fall, dass d1e ver-t'w'
,V1e1fachte Frequenz ‘kleiner 1st als d1e Elngangsfrequenz. Dag:.
ist der meist ubllche Betrlebsfall Das untere Vorzelchen gllt
flir den umgekehrten Fall Ueber ‘die erkungswelse und den Auf—‘
  bau derartlger Ruckmlschteller ist schon mehrfach berlchtet .
‘worden. [1, 29 3. 4‘] In all dlesen Arbelten erd das” Ruckmlsch—5“'

'~wverfahren zur Tellung nur elner e1nz1gen Frequenz bezw. eines

ausserst schmalen Frequenzberelches beschrleben.,Daher entsteht }lffv

1elcht der Eindruck als ob nach dlesem Verfahren élne s1ch 1n v

TR
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~ einem grosseren Berelch andernde Frequenz nlcht getellt Werden

‘kann., Bildet man jedoch die Filter 7, und F2 nicht wie tiblich |
als selektive. Schw1ngkrelse aus, sondern verwendet man belsplels-'_
fwelse Bandpasse oder noch elnfaeher Tlefﬁasse, mlt denen die |
Summenfrequenz unterdruckt wird, S0 ergeben SlCh Frequenzteller
mit grosserem Frequenzberelch. Eine einfache, Ueberlegung zeigt,
dass der ausnutzbare Frequenzberelch umso . grosser w1rd, je klei~-
ner der Vervielfachungsfaktor k und . damit- auch die Tellungszahl

'> t gewghlt w1rd Verzichtet man ganz auf eine, Verv1e1fachung und

fihrt die Ausgangsfrequenz unnittelbar auf den zwelten Eingang
des Ruckmlschtellers zuruck wie es in Bild 2 gezelgt lst, 50 -
erh&lt man elnen Teiler mit dem Tellverhaltnls 21, der elnlge
' besonders 1nteressante Elgenschaften aufwelst. :

".:h
\

'Bild 2} Grundsatzllches Sohaltblld eines Ruokmlsch-
b tellers mlt dem Tellverhaltnls 2 - 1. ‘

ReChnerische.Behandlung des Rudkmiéchverfahrens ;

Man versteht d1e erkungswelse des Ruckmlschverfahrens am ‘
lelchtesten, wenn man sich die ganze . Anordnung als: einen Ruck—
kopplungsgenerator fiip die Ausgangsfrequenz f vorstellt., Dl%mr~”;F 
‘Ruckkopplungsschlelfe wird dabei. durch den Weg Ausgangsklemmen, ”

,Tiefpass, Mlschstufe, Ausgangsklemmen geblldet In dieser Schlelfe,«

ist dle Verstarkung der Mischstufe enthalten. Sle ist in der
Regel von der Grosse der Elngangsspannung U abhéngig" und ist
1nsbesondere bel verschw indender Elngangsspannung Null, Durch ,
Aendern der Elngangsspannung kann daher bei sonst ausrelchender,
'konstanter Verstarkung die zur: Selbsterregung erforderllche :
‘Schlelfenverstarkung T elngestellt werden. 'Bei. konstanter Hine.o
‘“angospannung kann dies aber auch durch- elnen?bellebiger Stelle
der Ruckkopplungsschlelfe 11egenden regelbaren Verstarker er-v

- reicht werden. . : | ‘



Ca.) Rechteckige Eingangsspanﬁuhg, keiné;bémpfuhgﬁ_

Zur rechnerlechen Behandlung werde d1e Aufgabe zunachst wle'“’
Blld43‘zel€t, etwas verelnfacht Als Mlschstufe Werde e1n
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- Bild 3 Verelnfachtes Schaltblld elnes 2 g‘1;;.e.t ft': 2kl o

Tellers mlt L-C Tlefpass.

/

1deales Mlschorgan vorausgesetzt das helsst e1n solches,

 dessen Ausgangsspannung genau proportlonal dem Produkt der .
u uy =) ‘
g ”,UmVl‘-'“

‘beiden Elngangsspannungen ist, ﬁ S - 8 s Dle Pro—f_f 7i “”

Afportlonalltatskonstante sel durch U gekennzelchnet U hat
die Dlmens1on einer Spannung und 1st eln Mass Eiie- den Kehrwert‘

cder Mlschverstarkung Férner. sei angenommen, . dass d1e Ausgangs—ﬁjf >f

’,‘spannung nicht von der Belastung abhange, das. helsst also, dasé f 3

‘der Innenw1derstand der Ausgangsklemmen praktisch glelch Null

sein moge. ‘Als Tlefpass werde . ein elnfaches L-C = ‘Glied ver—5}v
"wendet dessen Verluste zunachst vernach1a881gt werden sollen.~'-“

DL1€, am Kondensator entstehende Spannung wird dem zwelten, hoch—;i, f-f

'ohmlg gedachten Elngang der Mlschstufe zugefuhrt.

‘ﬁMlt den Bezelchnungen und Pfellrlchtungen des Blldes 3 ergeben
.1s1ch danm folgende Bez1ehungen- I 4,f;p ' ' :

. l o
LK)

H'stellungen [5, J zu erhaltens ausserdem ist auch, wenn

‘beispielsweise eine Elektronenrshre als Mischorgan verwendet1q‘

.W1rd, deren Ausgangsspannung proportlonal —u *u 'i'

Das negatlve Vorzelchen in oblger Glelchung 1st an 31ch ohne‘-; g
Bedeutung. Es wurde nur. gewdhlt, um spiter auch in. formaler;_;%‘a
Hinsicht eine vollkommene Ueberelnstlnmung mit anderen DaTs sy



ﬁﬁhrt'ﬁan;noch‘diefReSOnanzfrequehz des Tiéfpasées Wy = —1——/
- ein, so erh#lt man die Differentialgleichung - frc -

W S Koy +jwo?°(1 + eg-)ua,='0 SRR ¢ R,

: ISt dle Elngangsspannung u eine'reim'Sihusféfmigé‘Weéhsel;
Spannung,,so folgt mit ¢ =Y ¥t LRy S

e T e

\
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Dles igt eine Glelchung vom Typ der Mathleu'schen leferentlal-;

 ,g1e1chung PO e iy

ax~

*W'Ihre Losung 1st bekannt [7, 8] 5011 aber erst etwas spater

fiir den’ hler vorliegenden Fall diskutiert werden. Statt dessen ﬂ ,;*

soll zundchst, weil’ sich das Wesentllche dann leichter iiber- . -

. Y

‘ e——§f+-wo? (1-+.-$‘ cos wt) ug =0 o ‘(6) fa il

'sehen ldsst, fir. d1e Elngangsspannung e1n rechteckformlger Ver-’;,f.

1auf angenommen werden. Es sei also AR ; T, u;‘us,.q‘f"
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Dlese Glelohung 1st als Melssner'sche leferentlalglelchung
o i
Q—% + (A + y) y 0
: : N ax= ‘
bekanntlp] Der Losungsweg soll, sowelt es fiir das Verstandnis'
des folgenden erforderllch ist, hier noch ‘einmal kurz ange— |
geben und durch zusatzllche Betrachtungen gegenuber dem blsher

Bekannten erweltert werden.
_Wir unterscheiden Zunéqhst zwéi Féiieggwi'

Pall A. U, < U,

Dann ist. der Klammerausdruck in Glelchung (8) stets p081t1v.
Die Losung ist daher sowohl 1n der. pos1t1ven wie auch in der
negatlven Halbperlode der Rechteckelngangsspannung durch elne: 
cos=sin-Funktion darstellbar. Sie kann also angeschrleben
\,werden in der Form ' RREIRE A =" e

U 'CP cos wp + Sp sin w, t FEANOE L _(9&)
o omit b iy PN
= W, 1+ U /U  fiir die positive
Halfte der Perlode der Elngangsspannung
(O S w 't é TE)y “
u, = C, cos w, t + S ik w-t
m_. - ;tu V1 - fur dle negatlve ,j"“

: U/
fPerlodenhalfte (n é t % 2n bezw.

: < : it
‘.—ﬂ;mt O) : /".

Cp,‘Sp, C und Sn, die Amplltuden der betreffenden cos— und
‘fSin—Funkt;onen, sind Konstanten?_dle noch bestlmmt werden
miissen, ‘ ‘ ' :

Fall\B. U, '>U“'~'.

Dann ist dle Klammer in der p031t1ven Halbperlode p031t1v,
1n der negatlven Iialbperlode negatlv, Die Ldsung 1st also

_ in der pos1t1ven Perlodenhalfte wiederum durch eine cos-sin -
¥ ‘Funktion, in'der negativen’ aber durch’ eine Lﬂ ﬂhv -Funktlon
gegeben. Sie 1autet also ‘ ‘ iy



-6 ="

,ui = Cp'coé Wyt ;Sp sin wpt "  '—" (10a)
) "=mit‘wP =:u)'VU'/ﬁ 41 fur die p031tive
Perlodenhalfte, ' A .'_ , TS
= C Iﬂu)t + 8, U w, 5 *‘A “, ‘ (10b)
) vmlt W, =_wov ‘Ue/Um."\ | :f‘ur die negatlve
y Periodenhélfte.[‘ | '

lee Konstanten Cp, Sp, C und S der Glelchungen (9) und (10)
gew1nnt man aus folgender Ueberlegung. . '

Die result1erende,$ghw1ngung setzt.SLch aus zwei*Teiléchwingunf'
'gen,_die,zeitlichAaneinandergereihﬁ-werdén,'zusammen, Daher
miissen zuhdchet einmal die beiden Teilldsungen an der Grenz- |
- stelle béider'Ldsungen'ﬁbereinstimmeh;“Ausserdem aber darf‘aus,*"
phy51kallschen Grunden, da zweil Energlespelcher vorhanden sind,;f'
die Spannungskurve an dieser Stelle kelnen Knick’ aufwelsen.'
Ferner nmuss nach dem Ablauf einer vollen Perlode der Elngangs—
'spannung, wenn der Ruckmlschteller an seinem Ausgang elne.'-f
statlonare Schw1ngung 11efern soll ~ was wir ja erwarten— der .
'Betrag der Ausgangsspannung der gleiche seln,'w1e am Beginn der
' Perlode, Ware er grosser oder klelner, 80 hétten wir es mit’
. einer sich aufschaukelnden oder mit einer abkllngenden Schw1n—-
_gung zu tun ). Hin31chtllch der leferen21erbarke1t der Spannungs-‘
5;kurve an dleser Stelle gllt dle glelche Ueberlegung W1e vorher.

Damit ergeben sich, wenn man noch zweckmass1gerwelse dle Perlodei
- der Elngangsspannung von -m bis +m, dle Te11schw1ngung U, also;"*=
von =1 bis O und up von O blS +7 verlaufen 1asst folgende Be~.

ziehungens:.
(up)w'et -0 = (wlyt - 0 (11a)
;  .du ‘ / ) dun ) | | 5% ;
Tot =0 o8 g sl (110)

x)Mathematl ch scharfer formullert ist dlese Bedingung zum Bel-
splel in f?]; sog. Floquet .sches- Theorem‘n o ,

Il



(up)wet' =g =1 '(un)weff?-n‘ oL (1)
i" duE : cduy, A
" | wt == =i W= . x (.1’1‘6.._)-

Das oberé;‘positive Vorzeichen in den Gleichungen (11c) uhd
- (118) bedeutet, dass die resultlerende Schwingung sich nach elnerv
vollen Periode der Elngangsspannung genau w1ederholt, man nennt
die sich ergebenden Losungen auch die ganzperlodlschen Losungen.l
pas untere, negative Vorzelchen zelgt an, dass die resultlerende;
Schwingung: am’ Ende einer vollen ‘Periode zwar den glelchen Aus=-
~schlag wie beim Beginn der- Perlode, aber ‘nach der. entgegenge- ,
setzten Richtung ausfuhrt Die.resultlerende Schwlngung_hat ’ 
. also erst nach zwei vollen Perioden der Eingangsspannung @en:,h'
gleichen Zustand wie am Anfang.'Die}Rechnung fihrt in{diegeml
_~Fa11 auf sogenannte halbperlodlsche Losungen.-’ ‘

~In den Glelchungen (9) und (10) 1st d1e Abhanglgkelt der
Frequenzen wp und W, von der Elngangsspannung U angegeben. Es
glbt Jedoch, ‘wie man sich aus der Anschauung heraus lelcht klar-'
machen kann, nur ganz bestlmmte Wertepaare w n’ dle auch
glelchzeitlg die Grenzbedlngungen (11) erfullen.,Man flndet
,dlese Wertepaare, 1ndem man die Konstanten Cp, Sp, C und S
aus-.den auf Grund der Grenzbedlngungen aufgestellten Glelchungen

.ellmlnlert. ;
[Aus (11a) folgt soglelch ".L’. 3 T Ee nl e
S B ey bR
aus (11b) - o . : , JERNL A
. At s, ==L B e 13)
By Ry o bt )

~_Setzt man diese in (110).und (11d) ein, .so folgt fiir den Fall A

o, 7. et L% g, o &3 W W

C. (cos EB T+ cosﬂaE n) + S (31n —E .+ ER_Sin Gg‘ﬁ) = 0 (14a)
B e . e Y - TR
(~sin EE T +AE§ sin. B— n) K, S (cos_mR T +’cdsﬁ533n) =0
e - Yp e e 5o 2y Mg




!

- oy

Ellmlnlert man hleraus welter Cp und Sp, ‘80 erglbt 31ch, Wenn
noch zur Abkurzung e ! T TR T 3y

~ .

(1..5'3") L

o bF
P R
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"
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(155");_57‘_-»
. gesetzt erd,
1 4 ﬂ (— + B) 31n p s1n n -'éos p-cos n' ="Oi;. n k (16)* ‘

‘jNach kurzer Zw1schenrechnung, in der dle Be21ehungen
2 gL 2 a a Q-

- cos = cos 2;~ s1n 7 und sin o = 2 s1n 5 COs ¥ - elngefuhrt »

# werden, folgt fur den Fall, dass das obere Vorzelchem der
i Glelchungen (110) und (11d) benutzt wurde, ’ ‘ T

tg n/2 | ta /2 | 9. _
%g p/2 5 tg n/2 +‘ =

[
o

'f (ﬂ7) e
¢Q‘m1t den belden Losungen \;W ; u»: ;  .‘ ,‘ _ S ; ‘fﬁk ,  _
,M-.f“‘;fp; L T o 2. tg P 25" n SRR ‘(1§g,p)_

:: und fur den Fall, dass das untere Vorzelchen der Gleichungen:>
‘:(110) und (11d) benutzt wurde, f‘

J Y : n | ;,  ' a
tg §°tg g tg n/2 tg p/2 (§J+u§) é _O.j e ‘(19)

" m1t den belden Losungen ;
" 3 . . \

1. fcrg;%’:t’g %: -% CRRCAN - tg gtg§= % L q(zo';a,b.) \
.Entsprechend erglbt 51ch fur den Fall B aus (110) und (11d)

W e W

¢ ;(cos —R n +£ﬂ i n) + S (sin D T+ -E'ﬁw.—— n) L (21a): *
"p_. e W e, p o e " "n % |

f.cn

( sin aB ot nqzw = n) +'s, '(cos Lo ¥ Jof ZO-E.n)*_-.-sto' (210)
; .634.' p_‘Av e T T RPN - L e e
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. Auf dem glelchen Wege wie vorher flndet man bel Benutzung des
oberen Vorzelchens ‘ iN

n 2 te p/2 . n E S ; A .
tep/2 " Haztpoa=0 o e (@)
mit den beidenbesuﬁgeh-
Y. wfE xoep et wa) 2. Yy n/z ' wtE - 347 , ®

und bei Benutzuﬁg’dés unteren Vorzeichens

-39-2- tg ;5' ??n72 tg p/2 (% = %) =0 ; (24)

mlt den beiden Losungen Lt E T
4. BagRo2 %hag B -2 . (25a,b
1. 9 5:tg 5 = S 2 Y95 'tg 5= - ‘(25.a,lb).

-Aus den transzendenten Glelchungen (18), (20), (23) und’ (25)
konnen nun die zusammengehorlgen Werte von wp und w, berechnet
werden, . Sie gelten flir einen bestlmmten Wert der Elngangs—
wechselspannung, der aus Glelchung (9a), bzw.. (9b) folgt.

'In Bild 4a und 4b ist d1e Abhanglgkelt der belden Frequenzen
wp .und W, von der Elngangswechselspannung, bzw. der resul-
-tlerenden Verstarkung dargestellt Zur Verallgemelnerung ist
wp und W, auf die Elngangsfrequenz me und . W‘ ~auf dle Konstante-
Ui bezogen. Der Ab321ssenmasstab ist 'so elngetellt dass er
fur 0 <'U /U‘ £'1 linear ist und fur 1520 /U L o nach ,?

einem rezlproken Gesetz verliuft.

Bild 4a‘2eigt'den Zuéammenhang fﬁf den ‘Fall, dass aas“obere\_
Vorzeichen der. Glelchungen (11¢) und 114) benutzt wurdeoi,.'

. Die Kurven entsprlngen fiir verschw1ndende Erregung bei den |

‘Werten w /w =W /w =1, 2, 3, . und werden deshalb als. 4%
"ganzperlodlsche Losungen bezeichnet; sie- enden fur 1) /U \
ungefdhr bei den Werten 1,5 oder 255 usw., Je nachdem, ob

die Losung 1. (hlerfur gelten die ausgezogenen Kurven in. Blld
4a) oder Losung 2 ( dle gestrlchelten Kurven) verwendet wurde.



Wehrend w /m mlt wachsendem U /U bestandlg stelgt, nlmmt » ok
ey /m zunachst bls auf Null ab (be1 U /U = 1) ‘und stelgt erst :
’dann auf den,glelchen Endwert wie w /m " iﬁo' a

In Bild 4b 1st Zur Berechnung das untere Vorzeiohen von (11c)

. und’ (11d) ‘eingesetzt worden. Diese Kurven beglnnen bei den:

;Werten 7, 2, g, ... und werden deshalb halbperlodlsche Losungena 5‘

genannt Ihr ubrlger Verlauf ist ahnllch dem eben besprochenen.~x

Um Anschluss an bekannte: Darstellungen zZu gew1nnen, 5011en dle
abgelelteten Be21ehungen noch etwas anders dargestellt werden.
Als AbSZ1sse werde g ' '

>
il

—

e loE

e
v

=

RoL=XG

e -; 

_

€ '58

~—%

‘und als Ordinate

<
]

T RL A gp s on et T
39-(.“12) =l(fl°-): (f-fi) SR (26 A
L O Ty ;2  \Wg '.'me .Y‘jj.; ) ;:;,f
‘gewahlt, Wobe1 das obere Vorzelchen hler fur den Fall A ]
(U, g U, ) und das untere fir den Fall B’ (U, 2 U ) gilt. Man :
findet dle 3821ehungen (26a) und (26b) 1e1cht aus den Glelchun—'“fﬁ;
-/gen (9) und (10). Dann erglbt sich Bild 5. Dies ist dle Stabllls y« 
tdtskarte der Melssner'schen leferentlalglelchung in der Ince—-jf’,
Strutt'schen Darstellung flir den hier vorllegenden Fall. Be1 [ ?Q:V

dleser Art der Darstellung korinen die Elnzelfrequenzen wp und

~fw nicht mehr ohne weiteres abgelesen werden. Daher sind elnlge
w.ow

o Wertepaare _p n an dle elnzelnen Kurven angeschrleben,‘um‘i;v*

ol TR V “. LR, il

‘den Verlauf glesei Grossen in grossen Zugen zu, kennzelchnen.,Der fﬁf

- Parameter U,/U wird durch Strahlen dargestellt ‘die’ vom Null-  f};j

punkt ausgehen- U,/Uy.= 1 ist die unter 45° genelgte Gerade.4f;L  f 
Beil der Betraohtung von Frequenzabhanglgkelt 1st Zu. beachten,

dass der AbSZ1ssenmasstab reziprok zu w2 ist,. dass also nledrlge.'f 
Erregerfrequenzen ganz rechts llegen und w-+oc mlt der Ordlnaten_k,
. achse zusammenfallt ' ‘ : - : iy :

:' w1r wollen nun den zeltllchen Verlauf der Aus%angsspannung ge_-i ,,
~ nauer betrachten. Hlerzu berechnen wir die Konstanten i .t
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s Cp, Sp; G, und Sy Wir finden C_ und § 1ndem er die - ge- '
fundenen Losungen (18) bzw. (20) in (14) und die Losungen. (23)
bzw. (25) in (21) elnsetzen. C und Sy ergeben sich damn sofort
. aus (12) undv(13) Die w1llkurllche Masstabkonstante wird zweck~
“‘méssig so festgelegt, dass die Amplitude der im Fall A wie im
' Fall B auftretenden cos—s1n—Schw1ngung glelch 1. erd, d. h."
also dass ‘ RN . o o
Catiateren
gesétzt wird. Damit ergeben.sich“foigende Werte, die sowohl /
fiir den Fall A als auch fir den Fall B gelten. Fur die: ganz-'
.perlodlschen Bereiche (oberes Vorzelchen) ' e

_ .Losung 1 ’,"," - Losung 2
Cé,: gin g 3 . o Cp = COs %
 SP'=;- cos_g.‘ 5 2 ';: .~ ~SP5=,sin g ,,“ k2é)
Cn = gin %.?»‘ '  ’Cﬁ>= cos g :
By = = R cos. g :». ot By = % sin %.
‘ y o :
Eur die'balbpeqiodischenBereiche_(unterés'Voréeibhen)
| I\L‘yi‘a‘sﬁng"l- o P Losung 2 - .
Cp = COS;%_ Cp =.gin %
Sp = sin % SéA= - CcOS % o
R cn'=cés'§vv o, = sin % ‘29)
Sn =.§ sin g 8y = 2 cos g

Mit'diesen Werten kann nun .der zeltllche Verlauf d h. dle
Kurvenform der Ausgangsspannung gezelchnet werden. Fir den
ersten Schwingbereich der halbperlodlschen Losung 1st das Er—-
:'gebnls ‘in den Blldern 6 und 7 w1edergegeben, in diese Bllder ‘
' ist auch der Verlauf der rechteckformlgen steuernden Elngangs—
'spannung mit : elngezeichnet Man erkennt deutllch die Frequenz--
halblerung. Als Parameter 51nd an' die. Kurven bestlmmte Werte
von U, /U angeschrieben. Nach dem Gang unserer Rechnung be-
deutet das dlegenlgen Werte, be1 denen bei elner bestimmten
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' Blld 6. Zeltlicher Verlauf der: Ausgangsspannung im
' ersten Schw1ngberelch nach Losung 1. b :

”".l,Ul/Un,f 0/“ ‘ 4

© Bild 7;'Zeitlicher'Verlauf d¢r‘AugggpgSSpa@nung‘im .
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B:le 8. Zeltllcher Verlauf der Ausgangsspannung im zwelten
~Schwingbereich (d. h im ersten ganzperlodlschen)
AN ,nath:ung‘l._v : ,
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Rild 9. Wie Bild 8. aber nach Lisung 2. .
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Blld 8. Zeltllcher Verlauf der Ausgangsspannung im zwelten“
~ ' Schw1ngberelch (d h. im ersten ganzperlodlschen)

H—

'bnach Lf

Bild 9. Wie. Bild 8.

abar nash Thanks 8, .
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5'1angs der ganzen Grenzkurve des SchW1ngberelches, die der Losung
1 entsprlcht flnden wir .eine elnlgermassen s1nusform1ge Schw1n—

i . gung, Wahrend langs der anderen Grenzkurve (Losung 2) dle Kurven—f

“form be1 grosserem U /U stark verzerrt wird, Ausserdem trltt hier
;| noch ein ausgepragter "Glelchrlchtereffekt" auf, der den Schw1n—
'gungsmlttelpunkt nach unten verlagert.

~In den Schw1ngbere1chen hoherer Ordnung flnden er ‘nun. zu— el
-satzllch zu dem eben ‘Besprochenen Ueberschneldungen der Grenz—
: ,kurven und zwar 1n umso grosserer. Zahl, Je hoher dle Ordnungs- o
zahl der Bereiche, wird (vgl. Bild 5) Die Schnlttpunkte der
Kurven sind mathematlsch und praktlsch von besonderem Interesse.
VWahrend nach S&tzen von 0. Haupt BO] sonst dle Grenzkurven als
~zu den labllen Berelchen zugehorig gerechnet ‘werden’ mussen,
~ sind, da hier die belden 11near unabhanglgen Locungen rein
pak perlodlsch s1nd dle Losungen in den Schnlttpunkten stabll.f
' fDies erd welter unten noch anschaulich klar werden.j.j‘ g

_Einige Beispiele Ly den zeitlichen Verlauf der Ausgangéspénnung
in den Berelchen mit der Ordnungszahl 5/2 und, 6/2 sind in den
Bildern: 10 - 13 w1edergegeben, sie lassen das Wesentllche des
.Verhaltens in. allen SchW1ngberelchen hohererfOrdnung klar er—
kennen. Immer w1rd 1n der, negatlven Halbwelle der. Elngangs-f
spannung die Frequenz der Ausgangsspannung nledrlger, und die

‘Schw1ngung muss s1ch in der positiven Halbwelle "beellen" um

die erforderliche "mlttlere" Frequenz dleses Schw1ngberelches,
gekennzelchnet Z+Be durch die Zahl der Nulldurchgange, im
ganzen w1ederherzustellen. ' ’

In den g-anzper 1 o d i's c h en Schw1ngberelchen 1st K
im Berelch der Losung 1 immer die Spannung up 0 fir- Wg T 2

- und ebenfalls un 0 fiir gt %\;, dm uhrlgen 1st der Ver-; s
flauf der Schw1ngung symmetrlsch zu dlesen\Punkten, ds h. es 1st
' (2 + t) = - u (5 - t) } und,
u (-— 4 t) = (-— - t)

~i‘Im Berelch der Losung 2’ 1st u ( ) = 1, wahrend u, (-—) Verschlp
dene Werte annehmen ‘kann, dle s1ch aus ‘den Glelchungen (28) und
(29) ergeben, der Ubrige. Verlauf der Sohw1ngung ist also h;er
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symmetrisch zu den senkrechten Achsen w % =‘% bzw. wet‘
d.h. es 1st  Sa !

SRy
(—-’541:)- o (<% - t)

- In. den h'a’'l b P e riod 1 s ¢ ‘hen Berelchen ist im Berelch '
‘der Losung 1 up(z) 1 und u. (- —) 0 und der,SchW1ngungsver1auf
fiir ﬁp symmetrisch zur Senkrechten Wy g % und fir u, symme-

trlsch zum Punkt (— 5 Q).-

b g ‘ ;
Im Bereich der Losung 2 ist u, ( )=, wahrend w, (- E) wieder

3

~ verschiedene Werte annehmen kann, der SchW1ngungsver1auf ist
fiir up symmetrlsch zum Punkt (+ % - 0) und fir un symmetiisch

zur Senkrechten W t g % - )

Von praktischer Bedeutung 1st v1e11elcht dass an den Punkten

U /U = 0 stets beide Frequenzen glelch 51nd man also eine reln
31nusform1ge AuSgangsspannung erhdlt, dass die Ausgangsfrequenz

- hier aber ein ganz-~ oder halbzahliges V i e l1fac hve_s der -

Eingangsfrequenz ist. . Das Rﬁdkmischverfahren kann also nicht nur.

o zur Frequenzteilung;‘sondern 1n ‘diesen Arbeltspunkten auch zur

Frequenzverv1elfachung verwendet werden.

“ 1) Berucks1cht1gung der Dampfung

Dass be1 U /U = O, also bei verschw1ndender Erregung nach
obiger Rechnung uberhaupt Schw1ngungen auftreten konnen, llegt
naturllch daran, dass wir. dle Verluste vernachla881gt haben.
In erkllchkelt muss. be1 gegebenen Verlusten immer eine be- ‘
stimmte Mlndesterregung U /U aufgebracht werden, um den Ruck—’
1schteller zum Schw1ngen zZu br1ngen.fW1r wollen ~daher. Jetzt dle‘
elngangs gemachte Elnschrankung liber die Verlustfreiheit des
Filters und den Eingangs- und Ausgangsw1derstand der Mlschstufe
fallen lassen. Wir denken uns die Verluste der Spule durch einen
- Reihenwiderstand, die des Kondensators durch einen Parallelw1der~f
" stand ersetzt. Ausserdem‘wollen.wir den Ausgangswiderstand der,
Mischstufe gleich in den Reihénwiderstand und den Eingangs-
E widerstand dleser ‘Stufe in den Parallelwiderstand mltelnbezogen
| denken (Bild 14). Damlt erglbt Slch als leferentlalglelchung

o



o

oy o [l R ) D - (30
a;'z— o on/ at LC:":,‘#‘ ; e UIII a - “

oder in békannter7Weise‘abgekﬁrztf7

dzu du, '

rent L 28 "5;,' ¢+ Vol bawe VB 0. (308)

M R agia
L g R g . - . 4 é T o WLk g S . S P
| S Lt e AN WLV R U L E e

. 755 B O
CTIRN MEPY ¢ 1_
P ; ‘

_“f ’

Blld 14 Ruckmlschteller mlt Beruck51cht1gung der gt
; Dampfungsw1derstande.i; ~ '

'Dle Losung kann ahnllch wie oben angeschrleben werden und‘lautet
ZeB. in komplexer Schrelbwelee ’

ll

e

N

Re(f ﬁffpt +'J' %ﬂét) ¥ 'M(C';cos V t + SI') sn.nv t) (31a) |

u

u Re(.,c »Gl/nt iy %/nﬂ f‘ef“ <"'C':'f’°v°s KX *Snsm ) )

L’Sle fuhrt auf d1e allgemelne Bedlngung L , : : 3
[ (11 +._.) 'awf r 'w-ka@ff ,[o/M] 0. _:(’3’2‘):;
Hlerln 31nd o 1d e e e ; ; ﬁ 5
e Al e e e v (3B
&% gt e g L (35D

N

A

|

komplexe Grossen, wobei '
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l’bedéutet.

'Dle Ausrechnung erglbt als BeZiehﬁng fiir die Grenzkurven der -
Schwingberelche o P L S
.[51'2d ‘_-_i_-[ ( + E—-)sa.n p‘ sin n' - cos p' cos n' ] =0 (58]
mit ce A ; “ 5 B, | IR SRS ¥ : ’

k'P!_=VlLR_n'-C Vuﬁd eoant = LS S "~(36),\
L - Sl - i SR ' e ,

5 LG
£

Bel nlcht allzu grosser Dampfung 1st vpﬁ« o und V ¢sw ., Der

wesentllche Unterschled der allgemelneren B821ehung zu der Be-}.": T

ziehung (16), d1e fiip den veelustlosen Fall galt besteht also "~
darin, dass in (35) £5f 2d statt 1 steht, oder, da dof 24 = 1 - Tu?a
~ ist, darin, dass zusatzllch der Summand‘&u?d auftrltt. Wahrend
nun die Démpfung den zeltllchen Verlauf, also dle Kurvenform fy
"nur gerlngfaglg andert wie man SlCh anschaullch 1e1cht klar f'
Wmaoht hat sie auf die Grosse der Schw1ngberelche elnen wesent—
- lichen Elnfluss. In Blld 15 sind Grenzkurven fir verschledene
Parameterwerte der Dampfung elngetragen. Man erkennt wie in=-
folge der Dampfung die. Schw1ngbere1che verkleinert werden, Be->
merkenswert ist; dass die Geblete, die belm démpfungslosen Fall»"
durch dle Ueberkreuzungspunkte der belden Losungen vonelnander
getrennt wurden,: jetzt zu elnzelnen "Schw1ng1nseln" zusammen—_ :
- .schrumpfen, dle bei genugend grosser Dampfung sogar vollstandlg |
verschwinden konnen. Hlerdurch findet die oben erwshnte Tat- |
sache, dass die Ueberkreuzungspunkte als stabile Punkte anzu—'i
sehen 81nd, elne besonders anschaullche Deutung. '

Flir viele Falle 1st es w1cht1g zu w1ssen, “bei welchen Dampfungs—
 werten uberhaupt noch elne Schw1ngung in einem bestimmten -
: Schw1ngbere1ch erregt werden kann. Dlese "G1p¢elpunkte" ‘des
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Schwinggebirges liegen etwa in der Mitte der Schwinginseln;
ihre genaue Lage ist aus den im Anhang abgeleiteten Be-
ziehungen zu berechnen. Die in Bild 15 an diese Punkte ange-
schriebenen Zahlen geben die hochsten Dé@mpfungen an, mit denen
gerade noch eine Schwingungsanfachung mdglich ist, oder anders
ausgedrickt, die niedrigsten Didmpfungen, mit denen eben noch
eine Selbsterregung unterdriickt werden kann. Da in der Hoch
frequenztechnik der Gutefaktor g ein gebriduchlicheres Mass fiir
die Verluste ist, ist ausserdem in Klammern der Wert UQniy 20Ee-
geben, bei dem gerade noch Schwingungen auftreten konnen.

Wie man sieht, sind in den Schwingbereichen hoherer Ordnung
Schwingungen iberhaupt nur bei verhidltnisméssig geringen
Dampfungen zu erwarten; ausserdem ist dazu eine merklich grosse
Erregung erforderlich. Hierdurch werden die Mdglichkeiten fir
eine einwandfreie Frequenzvervielfachung stark eingeschrénkt.
Denn erstens sind danm, wie schon auf Seite 17 erwéhht, die
Amplituden in den beiden Periodenh&lften der Eingangsspannung
nicht gleich gross, und zweitens bedingt nach Gleichung (9)
eine endliche Erregung Ue/Um stets eine Verschiedenheit der
beiden Frequenzen wp und Wy .

c¢)., Sinusformige Eingangsspannung

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Verh&ltnisse &ndern,
wenn wir statt des rechteckigen Verlaufs der Erregung einen
sinusformigen verwenden. Dies fﬁhrf, wie bereits oben gesagt,
auf die Mathieu'sche Differentialgleichung, deren Losung in
unserem Fall die sogn. Mathieu'schen Funktionen sind. Nach der
ausfihrlichen Darstellung des Vorstehenden diirfen wir uns hier
kurz fassen.

Der zeitliche Verlauf der Ausgangsspannung wird hier nicht
durch zwel abschnittweise aneinander gefligte siia-Funktionen
mit zwei diskreten Frequenzen beschrieben, sondern durch

Fourier-Reihen von der Form
+ ©0

uw_t : jrw_t - uw_t jrw_t
u, = A e/ g 22- a.-e © +B e/ © 'Zg: br e ©

)

2r = - 00 2r = =00
- (37)

< i Y ) A\ ) 4
Mg 7 A -ty S o, A Evaa, Z S ik ' br U, A
;

\\\\\
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’dérgéstélit ‘Die Konstanten'ar\und b s1nd bekannt und tabullert
[8] » Die Additlon samtllcher Tellschw1ngungen erglbt elne resul-
"‘tlerende Schw1ngung ~.'eben eine. Mathleu'sche Funktlon - 9 die’,

: f grosse Aehnllohkelt mit den fruher beschrlebenen Spannungskurven '
~ hat. Zum Untersohled jedoch &ndert sich hler, wenn die Erregung

-_von der p081t1ven in d1e nagatlve Halbwelle wechselt oder umge-
kehrt, d1e Frequenz der Ausgangsspannung nlcht plotzl1ch ZW1schen
. ~zWe1 Werten,'sondern geht allm&hlich. von elnem hoheren in elnen '
"nledrlgeren Wert uber und umgekehrt Dle Bezelchnung "Frequenz"
~ ist dabel allerdlngs in einem erwelterten Slnne zZu. verstehen,.'
da s1ch die Frequenz hier k ghnlich wie ‘bei der Frequenzmodulatlon—” :
x;auch schon 1nnerha1b einer. Perlode stetlg andert In den Schw1ng— A
Jfberelchen hoherer Ordnung drangen sich- dle Nulldurchgange mit

2y Wachsender Ordnungszahl immer mehr bei ‘den Werten w t'= m.ozu~

: ;'sammen, wobel aber, w1e oben,‘dle "mlttlere" Frequenz érhalten

" bleibt. Nur bel U /U =0 erhalten wir auch ‘hier w1eder eine rein
fﬁ's1nusform1ge Ausgangsspannung mit entsprechend getellter oder

a,_verv1elfachter Frequenz. Die. zelchnerlsche Darstellung der Kuré
y_venform nach Glelchung (37) filr einen allgemelnen Fall 1st sehr
-muhsam, da 1nsbesonders in Schw1ngbere1chen hoherer Ordnung

:f v1ele Glleder beruck31cht1gt ‘werden- mussen. Dagegen kann der- - "

4 -Kllrrfaktor zahlenmass1g 1e1cht angegeben werden, da d1e eln-f7
;‘zelnen Koefflzlenten bekannt s1nd.ﬁ ' - oF 2 LT

;'Dle Schw1ngberelche selbst sehen denen der Melssner'schen P',, e 2 g
leferentlalglelchung sehr ahnllch (vgl. Blld 16), nur fehlen die  _;

f{.bel dleser auftretenden Ueberschneldungen in, den Berelchen ‘

-fhoherer Ordnung. Wie man Jedoch durch Vergleloh lelcht fest-

'iffstellen kann," decken 31ch d1e Schw1ngbere10he im Mlttel erst
‘f;dann besonders gut mlt denen der Melssner'schen leferentlal-'r

iglelchung, Wenn dle Ordlnatenmasstabe 1n ‘der” Welse umgereohnet

“ﬂ;j%erden, dass im- Falle der Melssner'schen leferentialglelchung

 fn1cht die Amplltude der Rechteckspannung, sondern dle Amplltude'

2 et S1nusgrundschW1ngung dieses- Rechteckesy also das 4/ﬁ-fache

;Ggener Amplltude, mit der Amplltude der s1nusform1gen Erregung  ':

*gflm Falle der Mathleu schen leferentlalglelchung glelch gesetzt
- w1rd, elne Bemerkung, dle 1elcht elnleuchtet und auf dle schon
2 Strutt [7] h1ngew1esen hat o & :

(



- 29 —

i‘Dié'Démpfung verkleinert éhnlich-wie oben die Schwingbereiche.
Die zahlenma581ge Berechnung fiir die ersten Bereiche wurde |
von G. Kotowskl [11] durchgefuhrt Das Ergebnls ist. ebenfalls
in Bild-16 dargestellt dle Verwandtschaft mit. den in B11d 15
 gezeigten Kurven 1st augenfalllg. '
B J'“" ,1, ,!...r.m.,.’ uk{, e b L } v?n;w{,\v,,,_v,;,. : _A’.,lu o Heatt wq,,b..~ w f{ [’/ (Gw}
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Experlmentelle Untersuchungen

,_Experlmentelle Untersuchungen an Anordnungen, dle der

- Mathleu‘schen leferentlalglelchung gehorchen, s1nd schon

hauflg durchgefuhrt worden. Dagegen fehlen solche anschelnend
.vollig flir die Melssner sche leferentlalglelchung. Der Grund
; hlerfur 1legt wahrﬂchelnllch darln, dass praktlsch alle - v
experlmentellen Untersuchungen aus dem Geblet der mechanlschen
:Schw1ngungen stammen und es hler schw1er1g 1st ‘elne elnwand--
freie, rechteckformlge Erregung herzustellen. Dlese Schw1er1g-"
‘keit entfallt vollkommen fiir den Fall des oben beschrlebenen
Ruckmlschverfahrens, da Wechselspannungsgeneratoren mit recht- i
;'eckformlger Ausgangsspannung leicht: verfugbar 51nd. Bei den 7
mechanischen Versuchen besteht eine weltere Schw1er1gkelt darin,
_Edass beim Ueberschrelten der Stabllltatsgrenze die mechanischen
Systeme oft in derart heftlge Schw1ngungen geraten, dass der.‘-
ganze Versuchsaufbau und . seine Umgebung gefahrdet Werden. Im
“elektrischen Fall kann, dagegen die Schw1ngung durch elne : ‘,
‘SCthngungsbegrenzung 1nnerhalb ‘des Verstirkers lelcht 1n Jeder ;
' gewunschten Grenze gehalten werden. Schw1er1gke1ten bletet f
‘es hier’ aber, ein ideales Mlsch-~d h, Mu1t1p11z1erglled zu ver—i
'Wlﬁilohen, Um den in der Ableitung gemachten Voraussetzungen
mogllchst nahe zu kommen, wurde deshalb hler als Mlschglled
"nlcht w1e sonst Ublich, -eine. Rohre, sondern ein Rlngmodulator
verwendet ‘Diese aus 4 Glelchrlchtern bestehende Anordnung
_llefert, sofern die Glelchrlchter unterelnander gleich 81nd und”'
Cnur im quadratlschen Teil ihrer Kennlinie ausgesteuert werden,
- eine Ausgangsspannung, d1e genau dem Produkt der. belden Eln—
‘gangsspannungen proportlonal 1st die. Schw1erigke1t 11egt da—
rin, Rlngmodulatoren mit 4 genau glelchen Glelchrlchtern zu

) B
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'flnden, Wle 31ch Jedoch zelgte, genugten berelts gewohnllche Rlng- ;-

‘ modulatoren fur fast alle Falle,'i N

Der Versuchsaufbau, mit dem d1e nachstehend beschrlebenen
‘Messungen durchgefuhrt wurden, 1st 1n Blld 17 gezelgt.

o Ly
Blld 17 Experlmenteller Aufbau zur Untersuchung der

Meissner'schen und Mathleu schen leferen-lp'
tlalglelchung :

S 1st ein Sender, der entweder 81nus— oder reohteckformlge

\ Spannungen an den Elngang E des Rlngmodulators M 11efert

? Das Filter bestand aus elner Indukt1v1tat L, fur dle melst
eine Rlngkernspule ‘hoher Gute verwendet wurde, und praktlsch
verlustfrelen Kapa21taten C; es war in den melsten Fallen auf
1 kHz abgestlmmt Duroh zusatzllche Wlderstande R konnte d1e
: Dampfung vertndert werden. Dle Ausgangsspannung des Fllters,
die glelchzeltlg die Ausgangsspannung des Ruckmlschtnlers 1st
gelangte iber einen. geelchten Abschwacher A und elnen Ver—:.
stédrker V an den zwelten Elngang E' des Rlngmodulators und

‘konnte dort mit einem. Kathodenstrahlo821110graphen 0 beobachtet S

‘werden. A und V waren ohnehln im 0821110graphen vorhanden~ da=- -~
her brauchten h1er fir kelne besonderen Gerate verwendet zu‘l‘

werden. =

Dle‘%chW1ngbere1che der Melssner'schen leferentlalglelchung
wurden 50 gemessen, dass dem. Rlngmodulator eine Rechfcc e1n— 5(
gangsspannung von etwa 57 Amplltude zugefuhrt wurde' bei -
“dleser Spannung w1rkt der Rlngmudulator ohnehln schon . praktlschif

/
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‘unabhéngig von der Kurvenform der Eingangéépannung als Schalter.
Dann wurde der Verstarker S0 elngeregelt dass die Schwingungen
~gerade elnsetzten. Der Schw1nge1nsatz und dle Kurvenform der
‘sich erregenden Schwingung wurden am Oszillographen beobachtet.
Die zur Auswertung benctigte Konstante Us wurde experimentell
bestimmt, indem die Ausgangsspannung des Ringmodulators bei -
bekannten Elngangsspannungen gemessen wurde; die Elngangs- 

: spannung bel E' war dabei elne Glelchspannung.'

\

'Das Ergebnis der Messung der Schwingbereiche zeigt Bild 18.
Bei- den dort angegebenen Dampfungswerten ist zu beachten,»

dass die im theoretlcchen Teil abgeleiteten Beziehungen fiir die
‘SchW1ngberelchgrenze fir konstante Werte 6/& gelten. Unm dies
auch im Versuch zu errelchen, musste bel gegebenem Spulcnw1der~
stand R der Zusatzwiderstand R fir Jede Frequenz so einge-
stellt werden, dass sich ein fester Wert fur é/b ergab. Da

'R selbst und ‘auch L'in‘geringem'Masde frequenzabhanglg s1nd,_
sind die in Bild 18 angegebenen a/u - Werte nur auf etwa

-+ 10 % genau. Beruck81cht1gt man dles, so ‘ist dle Uebereln-

'-stlmmung mit dem theoretlschen Verlauf recht gut. Insbesondere

sind auch die nach der Theorie: zZu erwartenden Schw1ng1nseln
nachzuweisen und Thre Abhanglgkelt von der Grosse der Dampfung.
'SchW1ngberelche konnten bis weit Uber die 10. Ordnungszahl ‘
hinaus festgestellt werden. Allerdlngs s1nd die Schwingbereiche
" hoher Ordnungszahl etwas schwierig aufzunehmen, da sie erstens
~sehr schmal s1pd und zweitens bei einer gegebenen Elngangs—
frequenz mehrere, oft. sehr benachbarte Schwingbereiche auf-
treten kbnnen,'die nur durch die Stdrke der Erregung vonein- »
ander getrennt werden kdnnen. Ausserdem verachwindeh'dié bei -
_klelnen U /U Werten liegenden Schw1ng1nseln hoherer Ordnungs-
zahl da bel den niedrigen Frequenzen genugend klelne 5/@ -
Werte nicht mehr errelcht werden. konnennv

.Um die. Schwingbereiche der Mathieu! schen Differentialgieiéhung
‘aufzunehmen, wurde ein Generator mit sinusformiger Ausgangs-‘
-‘spannung verwendet und dle Elngangsspannung des Rlngmodulators'
's0 niedrig (etwa O 01 V) gewahlt ‘dass ‘die Gleichrichterkenn-
11n1en praktisch noch als quadratische Parabeln angesehen wer-
den konnten, Derlweltere Gang der Messungen entsprlcht vollig
~dem oben,Beschriebénen. Das Ergebnis ist in Bild 19;dargesté11t-

%
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und zelgt ebenfalls eine gute Ueberelnstlmmung mlt den rech—
‘nerlschen Werten. ‘ -

Fﬁr die‘éxperimentell beobachtete Kurvenform der SchWingungen
sind in den Bildern 20 und 21 elnlge von einem Kathodenstrahl—
0321110graphen photographlerte Belsplele W1edergegeben. Der’
oft eigenartige Verlauf wird durch die vorstehendenaRechnungen
vollsténdig beschrieben (vgl. dazu auch die Bilder 6 - 13).

' Schlussfolgerungen

‘D1e Vorstehend beschrlebenen Untersuchungen gelten nlcht nur
 filr die. angegebene Anordnung, bei der der nlederohmlge Ausgang
. des Rlngmodulators eine Relhenschaltung Von L und C spelste,
.sondern ‘wegen der Dualltat dexr’ Schaltungen auch fiir den Fall,
dass als Mlsohorgan eine Elektronenrohre verwendet w1rd,'in
'deren Anodenkrels, w1e ublich, ein Parallelresonanzkrels 1iegt;

“‘Verwendet man das Ruckmlschverfahren in Schw1ngberclchen'\
hoherer Ordnung, 50 kann mit ikm elne Frequenzmodulatlon dﬁrch-l
gefﬁhrf:werdeh. Die Gleichung (4) kann namlich auch 5o auf-
'gefassﬁvwerden,'als ob die Schw1ngkrelslndukt1v1tat L oder die
‘Kapazitdt ¢ mit dem Faktor 1/(1 + e (£)/U,) sgesteuert wiirde. -
Das'EntSpriéht alSo elnem Schw1ngkrels mit zeitlich veranderbarer
~Induktivitédt oder Kapa21tat Die rechnerlshhe Behandlung dieser
Anordnungen flhrt bei kleinen sinusfdrmigen Aenderungen der
Indukt1v1tat oder Kapa21tat.1n erster Ndherung: bekanntlich eben-
falls auf Mathieu'sche-Funktionen. Zum Unterschied ist hier je-
doch die Losung exak?t ‘eine Mathleu sche Funktlon, und ausserdem
konnen hier, da u /U ohne weiteres Werte zwischen + 1.q1d - = 4
annehmen kann, ausserordentllch grosse relatlve Frequenzhube er-
21elt werdene\‘ ' '

Die durchgéfﬁhrteh Versﬁche zeigen fernér,»dass das. Ruckmisch-
verfahren geeignet ist, den Schw1ngungsverlauf und die
Stabllltatsberelche der genannten leferentlalglelchungen mlt
'elnfachen Mitteln und mit guter Genauigkeit zu bestimmen,

Das Verfahren ist indessen nicht nur auf diese beidenAFélleJ
besdhrénkt;QSOndern kann auch auf viele andere verwandte
Differentialgleichungén-angewandt werden,'wenn statt des ' .
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elnfachen L-C- Glledes andere Fllteranordnungen benutzt werden.
Ohne im elnzelnen hierauf elnzugehen, soll nur. erwahnt werden,
‘dass eine’ Anzahl anderer Netzwerke, die auf Z T.(wesentllch

komp11z1ertere leferentlalglelchungen fuhrten, experlmentell'
“untersucht wurde und ein ahnllches Verhalten w1e dle,vorher P
becchrlebenen Anordnungen zelgte.-‘ | e dass

”V;Das Verfahren schelnt von besonderem Interesse fur das Geblet.c"
der mechanlschen Schw1ngungen zZu seln, da’ dort Stabllltats- Y
untersuchungen elne grosse Rolle splelen..Es igt dann nur notlg,

 das mechanlsche Schw1ngungssystem in ein aqulvalentes elektrl-

‘sches umzuwandeln, was bekannt ist. lﬁZ} Von besonderer Be—.'
deutung durfte seln, dass nlcht ‘nur die ‘statischeén Vorgange, also
'dle reln perlodlschen Losungen der leferentialglelchungen, son—
dérn vor allem auch Elnschalt- und Anlaufvorgange os21llographlsch
" leicht gewonnen werden konnen, da. Amplltude und . Frequenz des Ge=-
'nerators ohne Schw1er1gke1t in 1hrem zeltllchen Verlauf belieblg '
-geandert Werden konnen. Da. auoh die Kurvenform der Elngangs-
spannung in gew1ssen Grenzen belleblg gewahlt werden kann, -
‘,‘elgnet sich die. beschrlebene Anordnung auch zur Untersuchung

".der Vlcl allgemelneren Hlll'schen leferentlalglelchung

‘——% ‘P(x) 0.  Im Verglelch zu~anderen.Analogrechnern;’

dle blsher fur diese Aufgabe benutzt Wurden, die allerdlngs '

" auch’ v1e1e andere Rechenoperatlonen durchfuhren konnen, 1st _
der. Aufwand hler ausserst kleln.>» ' ‘ ”
‘Herrn Prof. Gundlach danke ich fur den Hlnwels,bdas Ruckmlsoh-
-”verfahren auf dle beschrlebene Welse rechnerlsch zu behandeln."
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A verwendet Werden.

A n h an g

Zur zahlenmass1gen Berechnung der klelnsten Werte von U /U ’ bel
denen sich mit Beruck51cht1gung,der Dampfung gerade noch Schwin-‘
- gungen, erregen konnen, bzw. des grossten Wertes, be1 dem sie
wieder aussetzen, formt man Gl (35) zweckmass1g ‘etwas um. Fuhrt 3
man. als neuen. Parameter = p /h"- 1 eln, so 1asst s1ch dlese
‘Glelchung 1n der Form sohrelben 31”‘ ’ L W

‘~iimil%4312d +[ p COS’ mv - cos(m+2)v]- 0. ,.'“(38)" a.f

(m+2 (m+2)

" Wihrend 6s im allgemelnen in Jedem Schw1ngberelch fur ein gege-fjf“v
'.benes U /U zwei verschledene Wertebaare p', T glbt dle die.

.Glelchung (35) erfullen, fallen dlese belden Losungen 1m tlefsten_f i
Punkt von U /U zusammen. Dabel w1rd glelchzeltlg das’ Verhaltnls }‘7 

., ipt /h' und- damlt ‘auch m eln Minimum. Durch leferentlatlon von'
. (38) folgt fur dlese Punkte dle Be21ehung ‘

s1n(m+2)v ;f:mB"s :oder ”vs1n B8 "(§\31;:"5?"AEV(BQ)ii‘LJi
sin mvo (m+2) T csin o 8/

In der Nahe der Tlefstpunkte 1st m kleln, daher 1st (m+2)v'v 0,253*4:

n; 2mn ...‘Setzt man dles in Glelchung (38) ein, - so kann man m

bei angenommenem a 1e1cht berechnen. Daraus folgt sofort pt undie,m 1

n' und damit die Koordlnaten des" Tlefstpunktes -'genauer gesagt'fv“
 des Tlefstpunktes fur klelnstes U /U des betreffenden Schw1ng—;"
"berelches. Bei grosserem m muss dle allgemelne Be21ehung (39)




