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Allgemeines . 

' Zur Frequenzwandlupg, 'i~sbesondere zur Frequ~nzteilung .wird seit. , 
einiger Zeit. ·das sogenannte RückiDisc?verfahr·en gern angewendet •. · 

Dabei wird, wie in Bild 1 grundsätziich gezeigt ist, die zu· · .-
. . . . . . . ~ . . . ' . . ... 

:teilendE}_ Frequenz f.e zunächst dem Eingang einer: Mischstufe\ :z\lge":" -

führt.· Die geteilte Frequenz fa erhält man dann am Ausgang der · 

Bild 1. Grundsätzliches Schaltbild· ·d~s Rückinis.ch
.·. Verfahrens.· 

Mischstufe über das Filter F1 als' Dif~·erenzf~.equenz der Ein
gEmgsfrequenz und.· einer. weiteren der Mischstufe zugeführten 

... ' . ·, . . . . .' -. ' ·_ ,·_·. ·. --- .. -· ·-\ .:' ·. . -·_ . 
F~equenz, die.aus de~ Au~gangsfrequetiz fa s~lbst durch yer-

vielfachung um den ,Faktor k geywnn~n· ~-ird •. per Veryielfacher· be

steht häufig aus einem Verzerr er v. urid .. einem Filter F~, mi.t de~ 
·_die k-te. Harmonische der Ausgangsfrequenz herausgesi_ebt ·wird· •. 

Das. Frequenzverhäl tni~ o-d~r die' TeiluiJ.gs?ahi ergibt ~i~h· dann. 

aus 
fe , 

t, = r = . k + 1 .~ -·.· · 
a 

Hierbei gilt das obere Vorzeichen.für·den_'Fall, dass die :ver~ 
vielfachte Frequeriz kleiner ist als dieEing~ngsfrequenz. Das 

' . ' ... ~ .. . 

·ist der meist übliche.Betriebsfall. Das· untere Vorzeichen gilt 
für den umgekehrten Fall-~ _Ueber 'die Wirkung~weis~· un.d .den Auf-

bau derartiger Rückmischteiler ist schon. mehrfach. bericht.et: _· 

word.en. [1, 2, 3, 4]! .In ·all.cÜese'n: Arbeit.en wir.d d~sRückmi.sch-
. -ve.rfahren zur Tei·lung nur einer einzigen Frequenz bezw. eines· .. 

äusserst schmalen· Frequenzbe-reiches :bes~-hrieb~n~· D~her entsteht·.· 

leicht. der Eindruck~ als ob na~h di~s.em Verfahren eine sich .in . ., 
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einem grösseren Bereich ändernde · Frequenz nicht geteilt werden 
\ . . .. 

,kann.- · :Bildet Il1~n . ~~d~9h die -Filter F1 und F2 _ n~c~t ·wie üblich" 
·als selektive ' s~~wihgkreise aus, sondern _verw~ndet man beispiels-

• .· ' • .• · ' ' ,.,. , · I • ; ' 

. weise Bandpä~~e ode:t· noch einfacher -Tiefpässe ·~ mit denen die 

Summenfrequenz unterdrückt wi~d·, so ergeben . ~ich· Frequenzteiler 
-· . . ' . . . \ ·. ., ' ' . . . _· ' . . 

mit grösserem Frequenzbereich. · Eine einfache ,Ueberlegüng _zeigt, 
. . . ' . ' . . ' ' . - ' 

dass der ausnutzbare Frequenzbereich umso . grösser wir~, je klei-
- . . : .· ., -\ . . ' . : . ._·- . . ' . . 

ner der Vervielfachungstaktor k und·. damit au?h · die Teil~ngszahl , 

t gewählt Wird. Ver_zichtet man ganz auf eine ; Vervielfachung und 

führt die Aus~angs~tequenz . unmi tt~lbar auf· d~n ', ~weiten Eingang , 

des Rückmischt eile~~ ~~rück, wie es in· Bild 2 g-~~eigt ist, ·so · 

erhält man einen . Teiler mit dem Teilverhältnis 2 . : 1, der ei,nige 
besonders interessante . Eigenschaften. aufweist • . 

/e M F 
1 

Ia = !:_ ·e 

. . 

Bild 2~ Grundsät2üiches Schaltbild eines Rückmisch:... 
teilers mit dem Teilverhältnis 2' : -1. 

Rechnerische .Behandlung des Rückmischverfahrens 

Man versteht die Wirkungswel.se des Rückmischverfahrens am 
leichtesten, . wenn man sich die ganze .Anordnung als ·. einen Rück- · 

. · , .· . . ' . ' . . ' . . 

-kopplungsgenerator für die Ausgangsfrequenz f vorstellt. Die · · 
Rückkopplungs:schleife · wir'd. a·abei _ d~rc:h . den we:: Ausgangskiemm~~~rn:~'b · 
Tiefpass, · Misch~tufe.- , Ausgangsklemmen gebildet~ In·-.dieser Schleife 

. . ' . . . . 

ist diti _-VerstärkÜng der Mischstut'e enthaltem. · Sie .-ist in ·der· 

Regel von der Gröss'e -der Eingan&s'spannung Ve abhängig ·· un~ . ist · 
insbesondere bei verschw.- indender Eingangsspannung <Null, Durch 

Aendern der Eihgangsspann~ng kann d~her bei sorist ·:ausre_ichender, 
. ' . ' t ' . . . ' ' ' . 

~onstanter Verstärkung die zur_Selbsterregung -erforderliche 
Schl~ifenverstirkung 1· eingeste-li t werden • . Bei konstanter Ein- 1 · 

'gangsspannung . kann dies· · ·~ber . auch . durch eine~~beliebiger St~lle 
. ' . ; . . , ' . -, . . 

der Rückkopplungsschleife . liegeriden r~gelbare:n Verstarker er.;,. 

· .. reicht werden. . · 
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a.) Rechteckige Eingangsspannung, keine· Dämpfung: 

Zur rechneriechen Behandlung 'werde die -Ali'fgabe · zun~ch~t, wie . 

Bild 3 ·zeigt, . etwas ·vereinfac.ht. Als Mi,schstufe .we:rde ·ein : 

' . ·, 
id.ea(e Mischstufe ' 

; ·: 

u(J. ._ _________ _, 

.-- ~ 

Bild 3; Ver~infachtes Schaltbild ein~s:2 : 1 ~ .. · .. _;.. ·r . . .; 

Teilers mit L-C = Tiefpass~ . . 

ideales Misch6rgan vorausgesetzt, das heisst ein solbhes,·, · 

dessen Ausgangsspannung g~~au proportional dem Pr.oduk~ .der 
beiden. Eingangsspall;nuhgen. ist, u. = _ uci /ua

1 

*) ·j):L'e ~rö-. . ' u -.· :. 
m· 

.~ . 

portionalitätskonstänte · st# ~1;1rch Um g~kennzeichn.et • Um I?-at . . 
die Dimension einer Spannung ·und ist ~in Mass 'für den. Kehrwert i. 

. • . . _-. ..t 

der Mischverstärkung~ Ferner sei angenommen,. das.Er di~ ·.ftusgangs,...;· \ 

Spannung· nicht .von der BelastMng abhänge, das. heisst alscY, dass 
. . - . ' .... , . ' . . ; ' ) . . _· · < . . ' 

der Innenwiderstand der Ausgangsklemmen praktisch gleich Null 
' • I \ , I • - , • ' · .• 

sein möge. 'Als Tiefpass we.rde ·ein einfaches L .... :- C - Glied_' ver-:-
. . . 1 

wendet, dessen Verluste · zunächst vernachlässi.gt w~rden ... sÖ11en~. • · 
Die am Kondensator ·entstehende Spannung wird dein :zweiten,· h'och- . 

ohmig ·gedachten· Eingang d.er Mischstufe zug~{ührt ~:.·.. . 

.~i t 'den Bezefchnungen und Pfeilrichtungen des Bild~s; ·3 ergeben 
.sich danm:folgende Beziehungen: • / 

*·) Das negative Vorzeichen in obiger ~leichung ist an sich ohne 
Bedeutung. Es wurde nur gewählt, .um später auch in formaler 
Hinsicht eine vollkommene'Uebereinstimmung mit ·anderen Dar
stellungen [5 1 : 6;] zti erhalten? ausserdem ist auch, · w€mn .· . 
beispielsweise ·eine Elektronenröhre als Mischorgan verwendet · ': 
wird, deren Ausgangsspannung proportional· -ue • ua.·; ·· · 



.. . . 

ue . · ~a . 

·U· . 
m 

= 

4 

. 
1
· . · du 
· L . = l. · :i:' .c a -- c -. dt . . . 

· di1 .. · L-+ 
dt 

. 2 . 
. .. · · d .ua , , 

u · z L C ----,.;o + ua · • 
a · dtc: · 

-·c 2 > 

(3) 

FUhrt man ' noch die Res6narizfrequenz des Ti0fpasSes w
0 

= 
1

1 ~ . 
. ein, · so erhält man die Differentialgleichutfg · ·· LC · 

. . I 
I 

2 . '~ . du ' ' . . . ' . . u ., _, 
. a . . 2 ( 1 · e ) . 
~ + wo • + ~ u = 0 • 
· d ~t~c: · · . a . . ' . . u 

. . m 

, . 
· =t . . , .. :.. ' . (4) ' . 

. ·. ·:. 
I • 

;.i 

Ist die . Eingangs~panriung ue . eine · reirn sinusförmige · Wechsel~ -. · 
spannung, 'so t'oigt . mit . 

ue .= ue cos wet 

' · d 2u · · · U · ·· a . · · 2 ·· e 
~ +- wo . (1 + - cos w t ·) u '• = 0 • 
:dtc: u· . e a \ ' ' 

m 

. ; 

: (5) 
~ -.:: 

·.. ' . .'-~~ 

(6) ·) :: 

... ' 

Dies ist eine Gleichung vom Typ der Mathieu t sehen Di'tferential-_; .... 

. ·. gleichung . . 2 . .. · .: . . . · .·. ,_ u · . .· · . 
~ + ( A. .+. y .cos x) y = 0. ~- · · '· ,, . .. -:: . 

. . ·.. . . .~X . _ · _ . , . :. ·_ • . . • ' , . :· :·: 

-: ... fhre Lösung ~ ist ·_be.karmt [? ~- eJ ' soll aber erst etwas spät~;r . I :'·:~ 
·für den hier vorliegeilden Fall diskutiert werden~ Statt · de.ßsen ··.: 
soll zunächs.t, weil. sich da·s Wesentliche dann leichter .. über- : ·· ' ' _.; . 

· seht:n l:}isst ·, für .. di~- Eingangsspannung ein r.echt eckförmiger. ·ver- ·: _ 

' lauf a~genommen w~rden. ·Es sei also . ' ., ' . ·-: · ' I 

ue . = + ue für 0 ~ w t ~ 7t , . . e 

und u = - · u . ' f'' . < t ~ 2 ·:· 

. e .e ur ,n = _we - n ' .. 

.' • ' 

'( 7).' . -: ' .. _ .. :' . . ' . . . . . . . 

.. ~: .. , · . .. . ' < . t < .. bzw. fur -n = w · = 0 e . . I -.. • ·-.. ... 

. f·Dami t . ist · ' . 2 . '• 

.... . ·· dua ; 2. -. ::-r + w . (1 + 
dt · ' ' 0 

u -: 
e .) .· . . - u · 

U .· . a 
.m 

• . 

0 · .• (8) 

··' 
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Diese Gleichung ist . als Meissner'sche Differentialgl~ichung 
I 

2 . . 
d ~ + P~ . ± y) y =, o 
dx · 

bekanrit [9 J .. Der J:Jösungsweg soll, ... soweit:-: ~~ - für das ·verständnis 
des folgenden erforderlich ist, hier. noch einmal kurz ange

geben lind d~r~h zusätzliche :Betrachtungen gegenübe.r ·d·em ·bisher 
( 

:Bekannten erweitert ·werden. ' ,-· •' 

· . . 
q · 

Wir unterscheiden zunächst zwei Fälle: . .. . 

·Dann ist der 'Klammerausdruck in Gle1chung (8) stets posit·iv. 
Die Lösung · i 'st . daher sowohl in d.er. positivem wie . a_uch in ·der 

neg~tive!l. Halbp.eriode der R~chteckeingang·ssp~n~~ng . durch 'eihe 
cos-:sin-Funktion darst~llbar. Sie ·kann also .angeschrieb'en: . . 

werden in der Form 

\ 
\ 

Up = GP cos wpt + sp sin wpt . :.·' 
I ' 1 , / 

mit · ~p- w
0 

V1 + Ue/Um ffu , die positive 

Hälfte der·. Periode der Eingangsspannurig . 
(0 ~· w

8
t ~ n), .. 

(9a) 

. cp, ·sp·,.:·· ari u:rid- 'Sri, .die Amplituden. der:. betreff~nden cos- ·.·und· ... · 

sin-Funktionen, sind Konstanten~ die: .noch .bestimmt werden 

müssen. . ·, 

Fall B. U >U <' e:::t .m ·· 
· . . · .. 

Dann ist die ' Klammer in /der positiven Halbperiode positiv, 
· in ·:_der negativen Halbperiode ~egati v. Die Lösung i~t ··also 

in der positiv~n J;eriodenhälfte wiederum durch eine: cos-sin 

·· ·. Furktion, in' d .er ·negat~ven <aber durch· eine JOf= ~~ -·Funktion 
gegeben. Sie lautet also 

. i 
; 

I i 
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up • cp cos w t + . sp sin _ w t p . . . p ( 1 Oa) 
.. 

. mit wp_ ·= w
0
1 Ue/Urri··+ '1 .für .-: die positive 

~~ ,. : 

Periodenhälfte, 
•. . . ~ - ' 

. : i ( 1 Ob) un = Cn .lAf wn t + Sn~ wn t 

mit wn =. w0J Ue/U~ . ~. 1 . für· die negative 

Periodenhälfte •. · 

Die Kon~tant€m cp·' Sp~ Cn und Sn der Gleichungen (9) und. (.10) 
gewinnt man aus folgender Ueberlegung. 

_,. 
' 

Die resultierende Schwingung setzt sich aus zweiTeilschwingun-:
· gen, die .zeitlich aneinandergereiht -werden, zusammen~ :Daher 
müssen zunächst ·einmal die beiden Teillösungen an -der _ Grenz

stelle beider · Lösungen: üb13reinstirnme~. · Aus serdem aber d_arf aus 
physikalischen . q.ründen·, : da zw,ei· Energiespeicher vorh~nden sind, _· . 

• • ö • • • • • • 

die Spannungskur.ve · an dieser Stelle keinen Knick aufweisen. 

Ferner muss nach dem AblaUf einer vollen Periode · 'der Eingangs
spannu~g, vienri d.er Rückmischteiler an seinem Au~sgang eine 
~tationäi-e Schwingung . liefern - . s~ii - was wir ja erwarten- der 

Betrag ·de:r Aus.gangsspannung der gleiche sein, wie am Beginn de'r 

Peri9de.; wäre er gr'össer .oder .kleiner, .so hätten wir es mit · 
. einer sich .aufscha~kelnden oder ~it ·eip.e·r abklingenden: Schwin~ · 
. gung zu . tun*). Hinsichtlien de·r Differenzierba:r:keit · d~r Spannungs

kurve ah di~ser Stelle gilt die gleiche Ueberlegung wie vorher. 

Damit ergeben sich, wenn man noc]f· zweckmässigerweise die Periode 

der Eingangsspannung von -n bi? +1t ,' die Teiis_~hw~ngung. _un .als·.a 
VO:tl -n .. bis 0 und up von 0 bis +n :verlaufen lässt, : .folgende Be-:
ziehcingen:. 

(up)w. t. ~ 0 = (un)w t = 0 
e . e (11a) 

. ' 

·. :~p - dun · ... · .. ·· ,. '.' 
I < : 

~ - . 
(11b) .· w t = 0 . w t = 0 e e 

*)Mathemati~ch_ schärf.er formulie;t is.t 'diese Bed:i;.ngung zum Bei-
spiel . in · t 7}; sog. : Fldquet '.sches ·Theorem. · 

)1 

' ; 

' ,•\ 
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-n ' ( 11 c) 

du du· . ;n 
~ . = + wet , = ·1t 

~ - - t 
· w = -n e 

• (11d) ' 

Das obere, positive Vorzeichen ip. den Gleichungen ( 1tc) und 

(11_d) bedeutet, . dass die resultierende Schwingung sich nach einer 

vollen Periode der Eingangss.pannu~g . genau ~iede:rhol t; man· nennt 
. '· ·., , . . . ' . · . . · . . ..· • , '· :. I .· .. 

die sich ergebenden Lösungelf auch die ganzperi~dischen Lösungen • 
. n.as untere, negat,ive Vorzei.s:.hen:· zeigt an,:. ' ~~s~ di~ .· res~l t'ierende 

Schwingung am.· Ende einer yo1len ·Periode zwar .. den gleichen Aus·-:-

· schlag wie . beim Beginn der· p·eriode, a'Q~r nach · d~p entgegenge- · 1 

setzten Richtung ausführt. Die . resulti.erende . Schwingung. hat 
' ·. ._ . . 

. also 'erst nach zwei vollen Perioden der Eingangsspa:nnung d_en , 

gleichen · zustand wie am Anfang. nie Rechnung führt indie~e~ 

Fall auf · sogenannte halbperiodische Lösungen. · . ·. , 

.. . 
In den Gleichungen (9} und (10). ist. die Abhängigkeit der 

Frequenzen wp und wn von der Eingangss~~n~11ng '(Je a~geg:ebe:n. Es. 
gibt jedoch, wie man sich aus der Anschauung heraus . leicht klar-

. ~ - . .. . . .. .. - ·- . " ., . ' . . . 

machen_ kann, · nur ganz ~estim~t.e Wertepaare (l)p; wn, · ~i.e ~u'~.~ 
gleichzeitig . die Grenzbedingungen (11) erfüllen. Man findet 

• ' ' r • ~·· -- - •. • ' ' 

diese Wertepaare, . ind.em ·man die . Konstall~e_n Cp ,: ßp_' ·~ .CD: .Jln.~ S11 
aus -.den auf Grund d_er Grenzbedingungen. aufgestellten Gleichungen 

' - . ~ .. . . . ·' "· 

. eliminiert • 

. Aus ~11a) folgt sogleich· . : i' 

-~. '• 

Cn .. = Gp - ~ · : (12) . 

. ·.· . 

·aus ( 11b) . . : -. . . ' 

w · 

Sn = w! Sp (13) 

. Setzt man diese in ( 11 c) .und (11 d) ein, . so fol_gt ·für den Fall. A 

~ 
I 

wn w . w . - wn 
cP (cos 1t + cos n) + sp . (sin d2- n.:!: ..12. sin n) = 0 ( 14a) 

we we w we . . e .. n , .. . I ' .. 
· · · . w"' · · · w ·. · . . wn_ . · · · wp · .• -· wn · . : ·: · . 

cp (-sin r;!- n + wn sin -w- n) + sp (cos ·w .n + c6s -~ ~ n) ·== o· ·. 
e p · e e e . 

. \ ' (14b) ' 
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Eliminiert man _h~eraus weiter CP unq SP, so ergibt sich, wenn· 
noch zur Abkfu;'zürig .. · . ~- · . · · · 

-· . 
' 

; 1 .• ;. 

gesetzt w~rd, 

w 
...E.n=P· 
we 

w . n w 7t = n 
e .. 

(15a) 

( 15b) 

1 f -·~·(~.~~'*)':sin p•sin n·- cos p·cos n = 0. 
I 

(16} 

··Nach kurzer .Z~i~_chenre~hnu;ng, in 
· ·2. o: ·.~ ,. · ·. 2 a d i 

der die Beziehungen 

o: = 2 sin ~ c~s ~: eing~führt · cos o: =. cos ; 2 ~- s~n .. 2 un _. s n 

werden, f9igt' tür: dem Fall, dass das ·obere Vorzeich~im der. 

Gleichungen·\1·1C) und (11d) benutzt wurde, ' '· 

. · ~g n52 ~ ~ft . ~-- !1 ~ a. = 0 , g .P .2 · ~ p · n 

· mit den b.~id~n .Lö~ungen 
,. .. . ', ' '· . ' 

· · ~g .nJ~·:·.. . .' ._n 1. .- .. = --.-. ···. g. p- .·· . ·. p 
'c 

2 • -_tg l1fg = - E. 
tg"P'/'2 . n 

(17) . 

(18a, b) 

und für denFall, dass das untere Vorzeichen der Gleichungen 

(11c) und' (11d)_bertutzt .wurde, 

'n • :E. . , 1 ·(n . E) . . 
t~ 2 tg 2 ~ tg n/2 •tg p/2 - p + n. = 0 ( 19) 

mit den beiden. Lösungen .. '• •' ;.,. 

· ri . -~· n 
1. tg 2:~~ ~ ~ t 2. tg ~·tg ~ = * . < 2oa, b) . 

Entspre~hend·:·,er'g:ibt : sich für den ·Fe."ll B aus (11 c) und . (11 d) · 
· · w· ·_,.:·, '·w:. . · ·. · w ··. •· w w · . 

C (cos· ....E. 1t. +i:r( ..1!.: .. 7t) + S (sin ~ 1t .+ .:E. _1iw ..1!. 7t) = 0 (21a) 
P we , . . . . . we: . . P . we - wn we .. 

CI> (..:sin ~·,(:!; ~;~ ~ Jt) ~ SI> (cos ?- 1t ~ Jbf ~ Jt) =' 0 (21b) 
. e . . P. .. e e e ... 
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Auf dem gleichen Wege wie vorher:: findet man bei Bell:utzung des 
oberen Vorzeichens 

mit den beide~L~sungen 

1. 

ig\ p/2 + -~ - ~ = 0 --p72 . ·p . n 

und bei Benutzung des unteren Vorzeichens . 

mit den beiden L~sungen 

(~ - -~) 0 = 0 P n 

( 23a, b) · 
' ,, ·-. 

• 0 

' ' 

' (24) 

(i5a, h) 

Aus den transzendenten Gleichungen . (18), (20), (23.) und · (25) 

k~nnen nun die zusariunenge~~rigen Werte von _w und wnber~chnet . 
_. . . .P . 0 0 _ 

werden. -Sie gelten für einen bestimmten Wert der Eingangs~ 

Wechselspannung; der aus Gleichung (9a), · bzw. _ (9b) ,folgt• 

In Bild 4a und 4h ist die. Abhängigkei_t der beiden Frequ~nzen .

wp , ~nd wn von der Eingang~we_chselspannung, , bzw •. der r~~ul- · · 
tierenden Verstärkung dargestellt. Zur Verallgemeinerung is·t 

wp und wn auf die Eingangs:frequenz -' we und l!JJe ' auf d:i..e Konstante . ' 

Um bezogen. · Der Abszissenmasstab ist . so eingete_il t, dass er 
f~r~ 6 - ~ Ue/U~ ~ 1 linear ist und .f -ür 1 ~ ·u~ium < Ca nach 

einem reziproken Gesetz. verläuft~ . 

· Bil_d 4a · zeigt den Zusammenhang ~ür. _den Fall, dass das ·obere 

Vorzeichen der . Gleichunge_n- ( 11 c) und 11 d) -benutzt _wurde o . • · 

Die-: Kurven' entspringen für verschwindende Erregung. bei den 

Werten wpfwe -: wn/we -= 1, 2,- ·3, _ ••• \~nd . w~rden .deshalb a~s -. __ 
· ganzperiodis~he L~sungen bezeichnet-; sie ·enden für Ue/Um _ ·-
ungefähr bei den .Werten 1,"5 oder. 2,5 usw. _, , je nachdem, . 'ob . ·, 

die L~sung · 1 - (hierfür ·gelten die ausgezogenen Kufveri fn B.ild 
I • ; - · • 

Aa) oder Lösung 2 ( die gestrichelten Kurven) verwendet' wurde. 

- , 



- 1 0.;.. 

Während wp/we nii t wachsendem Ue/Um beständig steigt, nimmt. 

wn/we zunächst .bis. auf Null ab (bei Ue/Um .=:: 1) und steigt, erst 
dann auf ~en .gleichen Endwert ·_wie· wp/w~. · · 

In Bild 4b ist· zur Berechnung das untere Vqrzeichen von ( 11/c) 

und. (11d) 'eingesetzt worden. Diese Kurven beginnen bei den 

Werten ~' i' ~, · ... · .und werden deshalb halbperiodische Lösungen 

g.enannt. Ihr übriger Verlauf ist ähnlich .dem eben be~prochenen. 

Um Anschluss an bekannte·Darste1lungen·zu gewinnen, ~ollen die 

abgeleiteten Beziehungen_noch etwas anders dargestellt-werden. 

Als Abszisse werde 

A = . e:J = ~- [(~Y ±- (~rJ (26a) 

und als Ordinate 

2 [' . 2 2] 
y s ~: {::) = ~ • (~) + C:} . '(?6b.) 

gewählt, wobei das obere Vorz(üchen h.'ie.r für d·en Fall A 

(Ue ~- ·um) und das. untere. fUr den Fall B '(Ue 2 Um) gilt. Man . 
findet die Beziehungen (26a) .und (26b) leicht. aus den 'Gleichun-

··gen (9) und (10)~ Dann ergibt siöhBild5.Dies ist-dieSt.abiil..: 
- . ·- . i .- .' ', -·., 

tätskarte. der Meissner' sehen Differentialgleichung in der.· Ince;..; · 
' ' I f " 

strutt' sehen Darstellung für den hier vorliegenden Fall.· Bei.. /. ·. 

dieser Ar.t derDarstellung können die Einzelfr~que:r:-~en: ·w~. und.: 

· wn nicht mehr ohne weitere~ abgelesen werden. Daher sin_~ ~inige 

Wertepaare ~ wn · an die einzelnen Kurven .. angesqhri'eben, . uin 
·w w . ·'. 

_ e ' e . 
den Verlauf dieser Grössen in gro·ssen Zügen zu. kennzeichnen~ ·ner 

Parameter Ue/Um wird durch Strahlen dargestellt·, die V~ßl -Null~ 
. punkt ausgehen; Ue/Um = _1 ist die unter 45° g·erl:eigte ,G.ei-a~e •.. 
Bei der Betrachtung von Frequenzabhähgigkei t ist· zu .. bek'chte.n, · 

dass· der Abszissenmasstab reziprok zu w~ · ist,:· da-~s~-als6_\h:i.~drige 
Erregerfrequenzen ganz recht's liegen und we-+ oo_ mit. ·der _Ordinate

1

n-

achse z.usammenfäll t. 
r{. 

. Wir wollen nun den zeitlichen. Verlauf der Ausgangssp'annung ge_"7 

nauer betrachten. Hierzu berechnen wir die Konst'anten 

·, 



~ ' , -
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13 

' 
Cp' Sp' Cn und Sn· Wir finden Cp und Sp1 indem· wir die ge-
fundenen Lösungen (18) bzw. (20) in (14) und die Lösungen (23) . 

bzw. (25) in . (21 )' einsetz~n. · .an: und Sn er~e_hen sich dann s~fort 
aus (12) und: (13). Die willkürliche Masstabkonstante wird zweck
mäs sig. s'o festgelegt, dass die Am'pli tUde der im . Fall A wie im . 

. . 

· FallB auftretenden cos-sin-~chwingung gleich 1 . wird, d.h. · 
also dass · 

(27) 

gese-tzt . wird • . Damit ergeben sich- folgende Werte, die sowohl 
für den Fall A als auch für den Fall B gelten. Für die ganz-. ~ . . . . . . . . . 

periodi~chen Bereiche (ober~s Votzeichen) 

. Lösung 1 
·c = sin E. p • . 2 

s ·= - cos ]_ 
p - 2 

cn = sin ~ 

S ·. = - E. c6s E. n n . 2' 
' / 

Lösung 2 

cP = cos ~ 

. sp ·= . sin ~ 

cn ·= cos ~· -

Sn =*~in · ~· 

Für die ·halbp~rio~ischeri Bereiche (~nteres Vorzeichen) ·, 

LÖsung 1· Lösung 2 

cP = cos . ~ cP = sin ~ 
sP = sin ~ sP = - cos ~ . 

·. 

~ ~ c = cos cn = sin . n 

Sn E. sin E. Sn = - E. cos ·~ -: .n 2 n -· . 

Mit diesen Werten k~nn nun.der zeitliche Verlauf, ci.h.. die 
Kurvenform der Ausg~ngsspannung gezeichnet werden:~ Für den 

. - . . . . . . . . - . . . 

(28) 

(2.9) 

ersten Schwingbereich der halbper~9di.f?chen t9sung ist das Er-_ . 
. ·g~bnis -in den Bildern 6 ftnd ? .wiedergegeben; i~ diese Bilder 
· ist ~ a~ch der Verlauf der rechteckförmigen' steuernden Eingangs

spannung .mit :eingezeichnet. Man . erkennt · deutli~h die Freque~z- · 
h~lbie,rung. Als · Parameter sind an: die .Kurven b~sti~mte ·werte 

vo·n Ue/Um angeschrieben. ~ach dem Gang . unserer Rechnung be
deutet das diejenigen. Werte,. bei de.nen bei einer_ bestimmten 

. .. ' .-

' ' 
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- längs der ganzen Grenzkurve des Schwingbereiches, die der Lösung 

1. entspricht, - finden wir eine einigerm~ssen sinusför~ige Schwin-
• , . , . I : . '. .· • · . 

. gung, während längs der anderen Grenzkurve (Lösung 2) die Kurven-

form b.ei grösser~m .U ~/Um stark verz·~rrt wird. Auss~rdem. tritt hier 

noch ein ausgeprägter "Gleichrichtereffekt 11 auf, der den .Schwin

gungsmittelpunkt nach unten yerlagert. 

.- -: ~ 

· In den Schwin:gb~reiehen höherer Ordnung finden wir nun. zu-

sätzlich ·zu dem eben Besprochenen UeberschneidungeJ?. der Grenz

. kurven und zwar •' iri umso grösserer. 'Zahl, je 'höher die Ordnungs

zahl der Bereiche . . wird (vgl. Bild :5). Die Schnittpunkte der 
' ' , . ' , . •, '. ~ , 'I • 

Kurven sind mathematisch und praktisch von bes'Onderem . Interesse.· 

. Währen~ - nach Sätz_eri_ y.on 0. Haupt . ~o] · son~t die · G~e~zkurven als 

·_zu den ) ·abilem Bereichen .zugehörig gerechnet . werden; ~üsse:n, 
si~d, -da . hier . die b'ej_den Iirtear unabh~ngigen. Lösungen rein 

periodisch sind, · di~ Lösungeri in den ; Schni t .tpuhkten ·si;abill! ·. 

'Dies wird weiter unten noch anschaulich klar werden • 

. Einige Bei~piale für den -zeitlichenVerlauf der A-usgangsspannung 

in den Bereichen mit der Ordnungszahl . 5/2 und: 6/2 .sind .inden 

Bildern: 10 .:_ 13 . wiedergegeben; s:i.e lassen da~ 'wesentliche_ .des 

.Verhaltens ~ in . allen . s 'chwingbere:i .cheil höherer, Ord~ung klar er~ 
kenn~n. · Immer wird in der. negativen Halbw.elle. de.r Eingangs

spannung die ·Frequenz der Ausgangsspannung niE~drig·e·r~ · urid die 

Schwingung muss sich. in der p'osi ti ven Halbwe.lle }1be'E3ilen11 , um 

di~ · erford~rliche 11 mittlere 11 Frequenz :die~es; Sch~i.~gbereiche~, 
gekennzeichnet - z~B. durch die· Zahl der Nulldurch~änge, im . 

\ ' -, • 1:, ·. . • 

ga.nzen w1ederherzustellen. . .. 

. In den g . a n z p e r .i . o d i s c · h e n .schwingbereichen ist 
. ' . I , . . 

. :lm Bereich der Lösung 1 immer die Spannul'lg· .up = 0 für we t = ~ ' 

/ und e.benfalls , un = 0 . für wet = -; ~ ,; ·im·'ülw.rtgen ~~~: .. der Ve:r:--· 
.lauf der Schwingung symmetrisph .zu diesen 'Pupkten, · d.h. es ·ist 

:- . u (11 + t) = - u ~· (11 - t ) p 2 . - p 2 ' 
• I ' • •' • ,' . .' , 

'und 

. ~n(~~ + t) = un(-~ - t) • 

. _:r:m Berei6h· der L?sll:ng 2 ' ist ·u (~) ~ ~ . 1, 'während uri(:..~l verschi e-·· 
dene Werte annehl!len 'kann, diep sich aus den Gleichungen -{28}: und 

( 29) ergeben; · der übrige~ Verlauf der Schwingung ist also hier 
• ' - '. ' - I ' 

. \ ' ' 

. '. 
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' 
symmetrisch zu den senkrechten Ach.sen we t =· ~ 

c1.h. es ist •. . 
' . 

. 'J't 
bzw. we~ = - - ~ · , 

up ( ~ ,._-. t ) = up ( ~ - t ) lind 

un (-~ + t) ~ un(~~ ~ ~) • 

In den h 'a · 1 ~ ~ e r 1 o d i s ~ h e n Bereichen ist im Bereich 

. d~r Lös~ng _1· :up'(~) . ,= 1 und U:n(~ ~) = 0 unc;l der Schwingungsverlaut 

für up symmetris~h :. zur: Senkrechten we t = + ~ und. für , un symme~ 
trisch zum Punkt ~·c 2.. ~ .: 0). · · ' 

. ' . ' . 

Im ~ereich ·der ,Lösung 2 ist ~P (~) - 1, währ~nd un ~~ ~) _wieder 
verschiedene Werte annehmen ka~n; · der Schwingung~ve~lacif ist 

für up symfuet.:ris?4 · zum P~~kt ( + -~ . 0) und für iin symmetrisch 
zur Senkrechten we t = - 2 . . · 

Von praktischer . Bedeutung ist . viellei·cht, . dass an den Punkten.., 

Ue/Um = 0 stets beide Frequenzen gleich ~ind, man al_so eine rein 
sinusförmige ·Ausg~ngssp.annung erhält, dass die Au.sgangsf~equenz 

. hier · aber ein ganz.- oder halbzahliges V i e 1· f a c h e .s der 
·, 

Eingangsfrequenz ist..,. Das · Rückmischverfahren kann also ·nicht nur . 
~ ·. \ ·. . . ; . ' ' . . . . 

_zur Frequenzteilung, sondern in 'diesen Arbeitspunkten auch zur 
I . ' 

Frequenzvervielfachung ~erwendet werden. 

b). Berücksichtigung der Dämpfung 
• : h 

Dass _ bei U9/Um = o, also bei verschwindender Erregung nach . 
obiger Rec~nung überhaupt Schwingungen a11;ftreten kö,nnen, liegt 

' \ I • ' ; ,· ' ." , , 

natürlich daran, dass wir . die Verluste ·vernachlässigt haben. 

~n ·wirklichkei t ,· muss bei gegeben_en Verlust'en immer eine be- . 
stimmte Mindesterregung . ue/um aufge?racht · .werden' uin den Rück- · · 

mischteiler zum Schwingen zu bringen. :Wir. wollen d'aher jetzt die 
eingangs ·gemachte', iin:schränkung üb .er d.ie Verlustfreiheit des . . 

Filters und den · Eingangs- urid . Ausgangswiderstand der ·'Mischstufe 

fallen .lassen. Wir denken uns die Verluste der 'spule durch einen 

Redhenwiderstand·, die des Kondensators· durch einen Parallelwider-. . . ' . ) . 

stand ersetzt. Ausserdem wollen wir den Ausga:ngswid.erstand . der. 

Mischstufe gleich in d€m Reihenwiderstand und den :Eingang,s- .. · 

widerstand dieser Stufe in den Parallelwiderstand miteinbezogen 
.. ' 

denken (Bild 1:1-). Damit ergibt sich als .Differentialgle.ichung 
.... 
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d2u - ·c ' :t:: 1 ue .. 
.. . 

a 
+ - + + 0 .f. GR + ) 0 d7 - - ua = c LC · .. um 

(30) 

oder in bekannter Weise abgekürzt· 
.. 

2 
d ua·· du. · 2 · a .· d7'+ 26 ·dt + . Vp •Ua bzw. V 2

·u - 0 n a ·, • (30a) 

R= R +R.· . L · t . / L 

Bild 14. Rückmischteiler mit .Berücksichtigung ger 
Dämpfungswiderstände. · · 

Die Lösung kann ähnlich wie oben angeschrieben we!den·und' lautet 
~.B. in kpmplexer Schreibweise 

. ' 

un = Re(Xr;.rf4/nt + '~n.·'lk.jnt) ='e-ot('~~:cos vrtt + s~ sin Ynt) (31b) 

Sie füh~t auf die allgeineine.Beding1lng 
''., 

1 + [~{:!. + j}·~ •. ~. ~# ~'iltfp·.t'af.#J· 0' 
Hi'erin sind . 

{' ; 

'/' ~ d t ju · 

M- = d + j.y . 

komplexe Grössen, wobei-

, (32) 

(3·3a) 
(33b) 



- 24 

u = 
' ' 

V :: (34b) 

1t 
· , ( 34-c) · 

: · . 

bed~utet. 
. . 

Die Au~rechnurig ergibt als Beziehung für di'e Grenzkurven der 
Schwingbereiche 

.lOf 2d ± [H;.:. -~ ~} sin p' ·Bin n 1 ':"" Cos p'j·cos_ .n·1 J =0 . ( 35) · .. 

. · , 

mit i . 

und . . 1t • . (36) 

Bei · nicht allzu grosser Dämpfung ist Y ~w und V~~w~ • . Der 
. . . . . p p . 

wesentliche Unterschied der allgemeineren Beziehung zu der ·Be-
ziehung (16); 'die für d.en ve~lustl~sen· Fall ga:lt, besteht also · ~ ... 

' ' . . I . . • . . . . . • . . . . 2 
darin, dass· i?1 (35) J:P.f· 2d ---statt 1 steht,' oder, daJ:c{ 2d ~ = 1 -. ~ d 
ist, dar-in, dass zusätzlich. der Summand ~2d auftritt. · Währ~nd 

. . 

nUn die Dämpfung den zeitlichen Verlauf, also d:ie K~rveriform 
. --' 

·. nur · geringfägig, ändert, wie man .sich anschaulich leicht ·· klar 
\ .·.· 

•macht, hat sie. ·a.uf die _Grösse der Schwingbereiche. ei:rie:n wesent-

lichen Einfluss. In Bild 15 · sind Grenzkurven für verschiedene •. 
. - . . \' . . 

Parameterwerte d 'er 'Dämpfung . eingetragen·. Man erkennt, wi~ in-
. . . . . \ - . - . . . . . . ~ . -, ·. ' 

fol'ge der Dämpfung die Schwingbereiche verkleinert werden. · Be;.;. 
·merkenswert ist; .- dass die Gebiete, , die beim dämpfungslosen ·.Fal-l 

. ~ - . .,. . ' . . . . - . . ' . . . . . . . " . . . . ' . . . 
durch die Ueb.erkreuzungspunkte der he.iden , Lösungen voneinander 
getrennt . wurden~···. j·etzt · zu e_inzelnen·· ~•:schwi~efi.ns'eln" ~u$amme:h
.schrumpfen, die bei genügend grosser Dämpf~ng sogar voll~tändig 
verschwinden können. Hierdurch find~t _die oben erwähnte Tat~ 
sache, dass die Ueberkreuzung .spunkt~ als stabile :Punkte anzu-

- ; ·. . I • 

sehen. s~nd, ein.e besonders anschauliche · Deutung._ 

I Für viele Fälle ·ist · es wichtig zu _wissen, .·bei weichel:l Dämpfungs

werten .überhaupt noch eine Schwingung in einem bestimmten 

Schwingbereich erregt werden kann. Diese . 11 Gip:felpun~te 11 •des 

. ; 

I , 
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Schwinggebirges liegen etwa in der Mitte der Schwinginseln; 
ihre genaue Lage ist aus den im Anhang abgeleiteten Be
ziehungen zu berechnen. Die in Bild 15 an diese Punkte ange
schriebenen Zahlen geben die höchsten Dämpfungen an, mit denen 
gerade noch eine Schwingungsanfachung möglich ist, oder anders 
ausgedrückt, die niedrigsten Dämpfungen, mit denen eben noch 
eine Selbsterregung unterdrückt werden kann. na in der Hoch 
frequenztechnik der Gütefaktor q ein g_ebräuchlicheres Mass für 
die Verluste ist, ist ausserdem in Klammern der Wert qmin ange
geben, bei dem gerade noch Schwingungen auftreten können. 

Wie man sieht, sind in den Schwingbereichen höherer Ordnung 
Schwingungen überhaupt nur bei verhältnismässig geringen 
Dämpfungen zu erwarten; ausserdem ist dazu eine merklich grosse 
Erregung erforderlich. Hierdurch werden die Möglichkeiten für 
eine einwandfreie Frequenzvervielfachung stark eingeschränkt. 
Denn erstens sind dann, wie schon auf Seite 17 erwähnt, die 
Amplituden in den beiden Periodenhä~ften der Eingangsspannung 
nicht gleich gross, und zweitens bedingt nach Gleichurig (9) 

eine endliche Erregung Ue/Um stets eine Verschiedenheit der 
beiden Frequenzen wp und wn. 

c). Sinusförmige Eingangsspannung 

Wir wol1en jetzt untersuchen, wie - sich die Verhältnisse ändern, 
wenn wir statt des rechteckigen Verlaufs der Erregung einen 
sinusförmigen verwenden. Dies führt, wie bereits oben gesagt, 
auf die Mathieu 1 sehe Differentialgleichung'· deren Lösung in 
unserem Fal] die sogn. Mathieu'schen Funktionen sind. Nach der 
ausführlichen Darstellung des Vorstehenden dürfen wir uns hier 
kurz fassen. 

Der zeitliche Verlauf der Ausgangsspannung wird hier nicht 
durch zwei abschnittweise aneinander gefügte sil.l-Funktionen 
mit zwei diskreten Frequenzen beschrieben, sondern durch 
Fourier-Reihen von der Form 

+00 

/ uwet 
= A e • [_ jrw t 

br e e 
2r = - oo 2r = -oo 

(37) 
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· dargestell~ ·. ·.Die Konstanten ar ,und ~r- sind b~kannt und· tabuliert · _ 

. · · ( 8] • D~e , Add~ ti<:m.: sä!Iltlicher Teilsci?-wing1lng~n~: ~;t'g~pt . ~ine . resul_; . 

. · tierende Schwing~rig _: ~. -~ben eine ·. Mathieuische ·Funktion~ , die . 

.. grosse .Aehnlichkeit -mit den frühe~ be ·~chrieben~n Spannungskurven 
- . - . ' .· . . . . - . ' . 

hat. Zum Unte;r-schie·d jedoch ändert sich. hier, .wenn die Erregung · 
von der positiven in die negative Halbwelle wechselt_ oder umge- . 

kehrt, die Frequenz der Atisgangsspannting .nicht plötzlich · zwis~hen 
• ' · , · .. • ,. . • ' • - l -. 

- zwei .Werten, sondern geht allmählich.von einem höheren in einen 
. , ' -· ' . -· ;_ - . . "" . I . : . . . ' ·. . . , . . . . . . . , - .. '· . ~ :. . , . ' . , . . , . .. . .. 

·· niedrigeren Wert über . und . umgekehrt. Die · Bezeichnung · "Frequenz" 
i 'st dab~i allerd:i.rtg~ in einem. erweiterten Sinrie: zu verst.ehen, .. ·. 

da sich d:i.e Frequenz. hier :.. ähnli~h wie bei de~ Freq~enzmodula·t .ion
.·-_ :auch ·schon i-nnerhE1lb eine~ . Peri.ode s'tet'ig. än'dert .• In d~n Schvling-

. _ .. bereicheil hÖherer Ordnung drän:g~n sich die Nulidurchgänge mi.t 
. • , I . .. · . , . . , 

wachsender Ordnungszahl _immer meJ:lr _bei 'den Werten wet : =,= 1t . zu..:.· 
. sammen, \wobei aber, wie:· oberi,· ·; die ' Hmittlere"- Frequenz erhalten 

>, ·' ' ' ' • I ~ • . • , . ' • • . . . • • , 

- • l),lei~·t ~ -~ur: bei Ue/Um · = 0 ·erhalten wir' a1.wh hie.r wie'der . eine·· reilt · 
·, . ·· -sihusf.örm:i.ge. Ausgangsspannung · mi.t ent~prechend geteilter -o.der.· 

. v~~vf~lfachter Fr.equenz. :nie. z.eichnerische· Da~st~liung · der ·Kur
. -~emf~rm n~ch Gleichung' ( 37 )' fllr : eiirien · allg .emei~en : Fall ist· ~e}ir . 
· m:üh.san:t; d.~ . · insbesond-ers ' in Schwingbereichen ·höherer Ordnung··, · .. · 
.. v:i. ·~le _G]_{edei · _berücksi~htigt - : ~erden · müssen. 'Dagegen .kann _der :: · . 

. . · ... _ .. _., · -' . -. I . ·. . .. ·. , . . . . ·.• . ... . . . .. . . ' , . 

· ·· · l{lirr.faktor zahlem;näss-ig --lel:öht: angeg.eben werden, · .. da· die :/ein-

' . -., - . , ~ -

-- :öi e. 'schwingb erei ehe s e1b st seheri denen d'er ' Mei ss'n~r I sehen .. . 
Differentl.algieibhung. sehr· ähnlic·h . (vg·l :. :, 'Bild 16), . nur f~hlezi die · 

. be{ · . ~ie:se.r auftret 'endi;m .: Ueberschneidungen· . i~ . den Bereichen .- . 

. · höherer Ordnung.' wfe ma:h j edöch durch .vergleich ·leicht fest-

··. : '~tellen . _ k?-n11, ' decken. ·sich· die Schwingbe·reich~ ··im Mittel : ~rst · 
· ~ qann_ be~6nders gut · mit den€m "der Me.issner' sch~n Differ~ntial~ 

~- - · _ .. g:{~'.ichiü·1g, wenn ' d_i~- ,oraina:t enmas·stäbe . irr ·der weise· :um{ierecJ:lnet · 
:· ' __ .· .... :· · · , : .-~ ' ,• • f .' . .- I .. -_, < • •:_ , -·, .,: ·· • -~ ' 1 - • • ' ! • , 1 ~ _. ' __ ··, .··: - -~ , ·: ._. ' , • • I, ·, •, ' : ' , . ' • , ~ . :· _. ' .' • : · ' • ./'·"" j 

.- . · :- :w~rden, dass im· ·Falle i der, Me_i?Jsner• ·schen Differentia.lgleic;hung -

. . _· ni-6ht· 'd.ie-·Anip: littid~- der >Rechtecksparintil1g;_ ~ond:ern die: Ampiitude ·. · 

. .. ' :d~r ~ sinusgi-~nd~-chwirig~ng .dieses~Rechte~R:e .s, als~· das 4/i:f_~che 

.,_ .. :·: •. · j'en~t Amplitude·, ' mit . der A~plitude >.der sinusförniigeri Erreg~ng · 
.. ::· ·: ;·im F~ lie·_ - de~ · ·Math~eu ~ sehen Differential.gieichung- - gl~i~h, ge.setzt 

w:ira; . e:i.ne Be~erkung7 . die .leicht einle-udhtet . und.:auf··· dfel ~chon . ·· -
Strut~ · , [7]_ hirigewies~n ha~- ~ -. . · - · · 

~ . ;• . . ( . . . 
.. · __ . ... ----

: ~ - · . . ' . ·-·. '• 

. . _ : ~-. -. ,· 
., 

. ·~' . . ... . . 
( , 

· . . ·. 

. ; _ . 

' · .. 
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Experimentelle Untersuchungen_ 

Experi~~ntelle Un.tersuchungen ·an Ano-rdnungen, ·.die der 
. . 

Mathieu'schen_Differentialgleichung gehorchen, sind schon 
häufi.g durchgefÜhrt worden. Dage.gen fehlen . ·solche · ~:dscheinend '. 

. . - ,· . : . . .. ' . -- ' 

.. völlig , für die Meissner '·sehe Differentialgleichung. Der Grund · 

hie'rf.Üll:' .liegt wahrsch~inlich darin, dass praktisch: alle ·· 
l ... . '• . . ' '' . ' . ·.' . . ' . ).... . ' ~ : . . 

experimentellen Untersuchungen a}ls dem Gebiet der mechanischen . ' ' - .. ' .. . 
Schwingungen stammen und es hier schwierig ist, . eine .einwand.:,; · 

freie, rechte6kförmig~ Erregung herzu~iellen: ~ies~ Schwi~rig- · ~ 
keit entfällt v~llkommen . für den Fall .des oben beschrieben~n· . 

' - - .. . . ' · - -, ,.. : 

Rückmischyerfahrens, . da w~chselspannungsgeneratoren' ini t .r /echt- · 
eckförmig-et. Ausgangs-spannung leicht verfügbar. sind. :Bei den' · · 

I .mechanisChen Versuchen .besteht eine weitere Schwierigkeit darin, 
··da~s beim Ueberschreiten der·· stabili tätegrenze die . mechanirichen 

_Syst.eme ·.oft in d .erart heftige Schwingungen geraten, . dass . der 
ganze . Versuchsaufbau. und. seine . Umgebung gefäh~det . werden., . Im-

• ' ·- ' I • 

· elektrischen Fall. ' kann .dagegendie Schwingung dur.c:h eine 

Schwüiguhgsbegrenzung innerhalb · ·des Ve·r~tärkers ,le.icht in j 'eder 

gewünschten Grenze gehalten. werden. Schwierigkei te~ biete.t ,. 

es' hfei: aber·; ein ,ideales Misch- : d.he 'Multiplizierglied zu. ver- · 

wiflichen&. Um den in der Ableitung gemachten Vora~ssetzung·en: . · 
m'öglichst ·nahe zu kommen, ·Wurde deshalb hier als Mis,chglied· .. 

. ; . . . . " . . - . . -, ·- . ·. . 
niCht ·, wie· sonst . üblich, eine, ·Röhre, sonde.r!l ein Ringmodulator 

ve~wendet. Diese aus '4 Gleichrichtern bestehende Anordnung 

liefert, -s ofe.rn die Gleichrichter untereinander glei~h. sirid und . ' . ' ·- . ' . . 
nur im quadratischen Teil <ihrer · Kennlinie ausg~s~euert werden, · 
eine Ausgängespannung, die :genau .dem . Prod~kt ·.d.er be:tden Ei~-:- .. 

. ' . . . . . - '· 

gangsspannungenproportional ist; die . Schwierig~eit liegt da-
.. . ' . . ' ·,··· · : - . ' 

rin, Ririgmodülatorenmit 4 ge~au gleichen Gleichr:ichtern zu 
\ . 

'· 
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finden., Wie sic.h jedoch zeigte, genügten · bereits gewöhnliche Ring

modulatoren für fast alle Fälle • 
• - ;j • ·, . ' . ' ~ . 

'• 

Der VersuchsaUfbau, mit dem die nachstehend b'eschriebenen: 

Messungen durchgeführt wurden, ist in B'ild 17 gezeigt. 

nn ·'V\.· 
.. 

oQ 
V A 

' . . 
Bild 17. Experimenteller Au~bau zur Unterf?uchung der 

Meissner'schen und Mathieu'schenDifferen
tialgleichung 

. . .· . ' 

S ist ein Sender., der entweder sinus- oder rechteckförmige 

Spannungen ~n den Eingang E des. RingmodU:lators· M liefert• 

Das Fi1 ter bestand aus einer Indukti vi~ät L, für die meist . 
eine Ringkernspule hoher .Güte ve·r~ende·t wurde, und. praktisch 

. . . . ' .. . 

\ ' 

verlustfreien Kapazitäten,C; es war in den meisten Fällen auf 

1. kHz abgestimmt.: Durch zusätzlicher Wider~t~nde R . konnte die . . . ... '. ' z . ' '. 
Dämpfung verändert· werden. Die Ausgangsspannung des Filters, 

i· . , . . ' -' 

die glei.chzei tig die Ausgangsspannung des Rückmischiei.lers ist, 

gelangte über einen ge€dchten Abschwä~he~ A und ·einem yer

stärker V an den zweiten Eingang E' des Ririgmoq.ulator~ und 

konnte dort mit einem. Kathoderistra.hloszillogr~phen. 0 beobachtet 

werden. A und V waren ohnehin im Qszfllographen vorhanden; da

her brauchten hier für 'keine besondere'n ·Geräte verwendet· zu 

werden. 

Die 2schwingbereich~ der Meissner~schen .Differentialgleichung 
' ' . 

wurden so gemessen, dass dem. Ringmodulator eine·,Rechtecl::.ein

gangsspannung von etwa 5 V Amplitude zugeführt Y,urde; bei 

dieser Spannung wirkt. de:r; Ringmudulator· ohnehin schon praktisch 
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unabhängig von der Kurvenform der Eingangsspannung als Schalter. 

Dann ·wurde der Verstärker so eingeregelt, dass die Schwingungen . 

. gerade einsetzten~ Der Schwinge:i.nsat~ und dte Kurvenform der 

sich erregendem .Schwingung wurden am Oszillographen beobacht.et. 

Die zur Auswertung ben_ötigte Konstante Um wurde experimentell 

bestimmt, ·indem die Ausgangsspannung des Ringmodulators bei 

bekannten Eingangsspannungen gemessen Wurde; die Eingangs

spannung bei E' war dabe~ eine ~ Gleichspannung • . 

Das Ergebnis der Mes~ung der Schwingb~reiche zeigt -Bild 18 j 

Bei· den dort ·. angegebenen Dämpfungswerten · ist zu beachten, 

dass die im theoreti ~chen Teil abgeleiteten Beziehung~n für d_ie . . - . . . ' 

Schwingbereichgrenze für konstante Werte o/we gelten. Um dies 
' 'I< ' 

ge~ebenem Spulenwider~ auch im Versuch zu erreichen, musste bei 
• • , , , I 

stand R der Z~sat _zwiderstand Rz für jede Frequenz so einge

:stell t werden, dass ·sich ein fester Wert für · Ö/we ergab. Da · 

R selbst und · auch L in geringem' Masse ·· ... frequenzabhängig sind, 

~ind d~e in· Bild . 18 angegebe~en o/;,e - ··Werte nur auf . etwa 

. + 10 % genau. Berücksichtigt man dies, so :ist. die Ueberein-- ' .· ' 

· - stimmungmitdem theoretischen Verlauf recht gut. Insbesondere 
I 

sind auch die nach der Theorie · zu erwartenden Schwinginseln 

nachzuweis~n und Ihre Abhängigkeit von der Grösse der Dämpfung. 

Schwingbereiche . konnten bis weit Übe~ die 10. Ordn~ngszahl 
. ~- . - . .. 

hinp.us festgestellt werden •. Allerdings sind die Schwingbereiche 
. ' 

hoher Ordnungsz~hl etwas schwierig aufzunehmen, da sie ersten~ 

_ sehr schmal sind und zweitens bei einer gegebenen Eingangs- · 
' - ' ' 

~requeJ!.z mehrere·, oft . sehr benachbarte Schwingbereiche auf-
. . ' 

treten können, die nur durch die Stärke der Erregung · vonein-

ander _getrennt werden 'können. Ausserdem verschwinde~ die bei 

· kleinEm Ue/Um-Werten · liegenden Schwinginsel~ höherer Ordnungs

zahl, da bei den niedrigen Frequenzen genügend kleine . o/we -

Werte nicht mehr erreicht werden können. 

Um die Schw:i.ngbereiche der Mathieu'schen Differentialglei~hung 
aufzunehmen, wurd.e ein Generator mit sinusförmiger Ausg.angs- · 

' - ' 

· spannung verwendet und die Eingangs~pannung des Ringmodulators 

·so niedrig (etwa 0,01 v) · ge~äillt, dass die Gleichricht'erkenn

linien praktisch no_ch als quadratische Parabeln angesehen wer

den konnten. Der .weitere Gang der Messungen entspricht völlig 

dem oben Beschriebenen. Das Ergebnis ist in -Bild 19.dargestell t 
' . 
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und zeigt ebenfalls eine , gute Uebereinstimmung mit den · recli
. nerischen Werten. ~ 

Für die experimentell beobachtete. Kurvenform der Schwingungen 
sind in den Bildern 20 .und 21 einige von einem Kathodenstrahl-

, . . . . 

Oszillographen photographierte Beispiele wiedergegeben. Der. · 
' . . 

oft ·. eigenartige Verlauf wfrd durch die vorstehe.nden -Rechnungen · 

vollständig beschrieben (vgl. dazu auch die Bilder 6 - 13). 

s·chlussfolgerungen 

Die · vorstehend beschriebenen Untersuchungen gelten nicht nur 
,. für die -angegebene Anordnung, bei der der niederohmige Ausgang 
. . des RingrilOdulators eine Reihenschaltung von L und 0 speiste, 
so~dern wegen der D~alität der - Sc?altun~~n . allch · für den ·Fall, 

.dass als· Mischorgan eine Elektronenröhre verwende.t wi~d, in 
. . . 

· d'eren Anodenkreis, . wie üblich, ein Parallelresonanzkreis liegt. 
' ,. • · ' ., I 

.. Verwen~et man das Rückinischverfahr~n in Schwingber~ichen 
höherer Ordming, so kann mit ihm eine Frequenzmodulation durch
geführt : werden. Die Gleichung ( 4) ,kann nämlich auch so :auf..:. 

gefasst werden,. ·als ob die Schwi~gkreisinduktivi tät L öder die . 
·Kap~zität ~mit dem Faktor 1/(1 '+ ue(t)/Um) gesteuert würde. · 
Das entspricht also einem ·Schwingkreis niit zeitlich veränderbarer 

· Indukt.ivität oder Kapa-zitäto Die rechnerishhe BehandlUng dieser 
Anordnungen führt bei kleinen sinusförmigen" Aen~erungen der 
Induktivität oder Kapazität in erster Näherung bekanntlich eben.:. 
fall.s auf Matiüeu' sehe FunktiOnen •. Zum Unterschied ist hier je~ 
doch die Lösurig exakt :eine Mathieu'sche Funk~ion, ~d · ausserdem · 
können hier, d~ _ ue/Um ohne wei te.res , ~erte z~ische~ + 1 und - 1 . 
annehmen kann, ausserordentlich grosse relative Frequenzhübe er
zielt werden. 

Die durchgeführten Versuche zeigen ferner, dass das .Rückmisch
verfahren geeignet ist, ·den Schwingungsverlauf ,und die 
. . • : 1._ ' . . . . . • . 

Stabilitätsbereiche der genannten Di~ferentialgleichungen mit 
einf~chen Mitteln und mit guter Genauigkeit zu bestimmen. 
Das ~erfahren i~t indessen nicht nur auf diese beiden . Fälle 
be.schränkt, .sondern kann auch auf viele andere verwandte 

'Differentialgleichungenangewandt werden, wenn statt des 
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einfachen L-0-Gliedes andere'Filteranordnungen benutzt werden. 

Ohne im einzelnen 'hierauf ein,ztigehen, soll nur erwähnt werden, 
dass eine· Anzahl anderer Netzwerke, .. die auf z. T. wesentlich 

. ) ' I ··__ ~ -_ ._ I ... ~ ' . . . •_ '- . . • . . . ' ' . ' - • ,' ... ' ' ' • • . '!" - ' 

kompliziert ere ''ni':fierentialgleichungen füh.rt'eh, .. experimentell 

u:rit ersucht wurde: urid . ein ~hnliches VerhaTte,n ' v/ie die ,vorher ·· 

beschriebenen fl.nordnungen zeigte." .. 

·, 

. . . . Das Verfahren scheint von besonderem . Interesse· .für das Gebiet . ·· 

der me~hanischen ·Schwingungen zu ··:se.i.n, da dort .Stabilitäts-. . · 

untersU:chungen eine grosse Rolle spielen • . · Es ist dann nur nötig, 
• •. . • . --:--> . • .. ' . I '- . _ .- _,• : : · . .· . . ; ; •. 

das mechanisc~e Schwingungssystem in ein äquivalentes elektri-
sches umzuwandeln, was 'Qeka~nt . i 'st . [12]. 'Von beso~d.er·er B~.;.. · 
.deut'ung dürf~e sein~ .. dass nicht nur die statis.chen Vorgänge, 1also 

· die .rein p·~riÖ.dischen, Lösl.l!1g'en · de~ ·nifferential'gleichl:mgei~, . :s'on- · 

dern vor a .lle.m· au~l:l· Einschal t- und Anlaufvorgä?ge o 'szillographisch . 

leicht gewo~nen. werden können, • da Amplitude. und .. Frequenz des Ge-
; ) ' : . ' _· ._ , . .- ' .__ ·- ' . . 
n~rators ohne Schwierigkei~ in ihrem · zeitlichen Verl~u~ beliebig 
geändert · . werden können. na·auch die Kurvenform ·der Eingangs.;_ 
spannu~~ . in gewissen G~enzen. ~bel.iebig gewähl-t werden kan~, .. 

eignet si9h di.e . beschrieb.ene Anordnung auch z~r Untersuchung 
der . viel allBemeineren· Hi'll I sehe~ Di;ffe;entia.iglei~h~ng . 

4 ~ .· cp (x)'· y = 0;, Im Vergleich_· zu. 'ande.ren -Analogr.~chnern; . 
dx · ·. 

' . ~ - - . ' . . . . . - ' . ' . 

die .bisher ·.für. diese Aufgab.e benutz~ ~u;rden, di .e allerdings· 

auch v~ele : andere_ : Rechen?p~rationen durchführen .' können, ist .· 
der. Aufwand hier äusserst klein • . .. . · ' .. . . 

. Herrn :Prof~ : Gtindlach. danke ich für · den Hinwei's, ··das . RückmisCh~ 
• .• ~ ' y • : • ' • •• ~ • • • • 

verfahren auf die beschriebene Weise rechneris.ch ·.ZU behandeln. 
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An'h .ang ·· 
··. ' 

Zur zahlenmässigen Berechnung der ·kleinsten Werte von Ue/Um' bei 
denen sich .· mit . BerÜcksichtigung·, der- Dämpfung gerade .noch Schwin- · 

gungen erregen kcSrin~n, · bzw •. des : ~rÖssten Wertes, 'bei. d·em. sie · ~· 
wiede.r auss'etzen,_. formt man Gl. (35) ,zweökmässig etwas · um -~ .:Führ.t 
·man . als neuen .Paramet'er' m = p' /n' · · ~ 1 ·ein;~ sblä,sst sich di.ese·· . 

· Gleichung in der 'Form schreiben .·. .. 

. . 4(m;1.l J'.l2d ± [ m
2 

. 
2 

cosmv,-: cos(m~2)v] "; o. (38} · 
--r (m+2) _ · - - -

· , ·, · 

,. 
'• .. 

Während es ·im allgemeinen in jedem' Schwi;ngbereich für ein · g·eg~:
benes Ue/Um zwei verschiedene W~~t;~paare p' , n} gib.{, dfe:. die ; ' . . . 
Gleichung -(35) erfüllen, 'falle.n ; d:t'ese beiden Lösung.en im -tiefsten ·. 

Punkt ·von Ue/Um_· ~usammen~ Dabei . wir~:. ~l~ichzeiti:g aa's Ve.rhäl~_nis 
.p'/n'. und damit auch m ein Minimum. 'Du:r·ch ·Differentiatioh-.von · 

(38) folgt ·für diese. Pu~kte di~ Beziehung .. . 

. · .. sin(m~2 )v .··. ~3. . ·.' · • . . ~i_n :ß . : (~\3· . · · · ~ 
= · .. 3 oder . = - • 

sin mv · (m.f-2) . -- ,. ·:· : .sin a · ·· . ß} . 
. '' - . 

.• ' ('3,9} : . 

·. ' 

'I 

,. 

· In der Nähe der _Tiefstpunkte":tst . m klein; :·daher -i .st .(!D.+2)v ~- o, · ···· · 
1t, 2re • o. s~tzt man di~s in .Glei_chung. (38) ein,- so · kann ~: ina!l· m " 

b~i angeno_ID.men~m d ·leich.t beioechnen. Daraus folg~ sofort:_P·< und 
n' und ·.dami t ~lie Koordinaten. d,es .. Tiefstpunkt es . -. genauer ge .sag.t , .. 

des Tiefstpunktes füi: kleinste~ ue/um .;.·_ des betre'f .fenden . Sc~wing-:- .. 
bereiches. Bei grÖssere'm m muss' die allgemeine Bezi.ehung ( 39) ·. . ·. '· .: . 

. verwendet werden. . -
.. 
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